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Resumo

O presente estudo analisou como intervengdes baseadas na explicitagdo dos invariantes dos problemas combinatdrios, na listagem de
possibilidades como estratégia de resolugdo, na sistematizagdo da listagem e na generalizagdo (percepcdo das regularidades dos problemas)
podem facilitar a compreens@o de alunos do 5° ano do Ensino Fundamental sobre problemas combinatorios dos tipos: produto cartesiano,
arranjo, combinagdo e permutagdo. Foram realizados pré-teste, duas sessdes de intervengdo e pos-teste e comparados os desempenhos,
observando-se as contribui¢des das intervengdes. Os alunos demonstraram que compreenderam os problemas combinatdrios a partir da forma
como foram trabalhados, mostrando-se capazes de resolver os problemas e, em parte, generalizar seus procedimentos.

Palavras-chave: Combinatoria. Intervengdes. Tipos de Problemas Combinatérios. Estratégias de Resolugdo de Problemas.
Abstract

This study examined how interventions based on the explicitness of invariants of combinatorial problems, listing of possibilities as resolution
strategy, systematization of listing, and generalization (perception of regularity of problems) can facilitate the comprehension of combinatorial
problems by students in 5th grade of elementary school for Cartesian product types: arrangement, combination and permutation. Were performed
pre-test, two sessions of interventions and post-test and compared the performances, observing the contribuitions of the interventions. The
students demonstrated that they understood the combinatorial problems departing from the way they were solved, showing they are able to
solve the problems and, in part, generalize their procedures.

Keywords: Combinatorics. Interventions. Types of Combinatorial Problems. Strategies for Problem Solving.

1 Introducio possivel verificar quais as dificuldades/facilidades deles em
relacdo aos invariantes de cada situacao.
Em ambos os estudos,

foi a estratégia mais utilizada pelos alunos. Além disso,

Hipoteses levantadas por alunos de diferentes anos . o
. N . a listagem de possibilidades
escolares para resolverem situagdes-problema, assim como a

explicitagdo delas por meio de estratégias, devem ser vistas pela . L
percebeu-se que os alunos que utilizavam uma estratégia

mais sistematizada obtinham mais sucesso do que os que nao
sistematizavam seus procedimentos. Percebeu-se também que

escola como uma oportunidade de perceber o entendimento
que esses alunos apresentam sobre determinados conceitos.
Essas estratégias, por sua vez, podem ser boas alternativas . . .
) alunos em estdgios mais avancados de desenvolvimento do

para o ensino. S o . .
raciocinio combinatdrio conseguiam perceber a regularidade

da resolu¢do do problema e, assim, generalizavam seus

procedimentos. Por exemplo, ao listar as possibilidades de um

Pessoa e Borba (2009a) apresentam como um dos seus
resultados as estratégias desenvolvidas por 568 alunos do 2°

ano do Ensino Fundamental ao 3° ano do Ensino Médio ao determinado problema, o aluno percebe, a partir da pista da

sua propria estratégia, que ndo necessita da apresentacdo de
todas as possibilidades e encerra realizando um procedimento
mais formal, como uma multiplicacdo. Além das pistas

resolverem problemas de combinatdria (arranjo, combinagdo,
permutacdo e produto cartesiano). Essas estratégias eram, por
vezes, bem sucedidas em encontrar solugdes corretas e, em

oufras ocasioes, iniclavam-se corretamente, mas nao €ram  forpecidas através das estratégias utilizadas pelos alunos

pesquisados em estudos de sondagem anteriores, acredita-se
que a explicitacdo e o destaque para os invariantes, ou seja, as

totalmente bem sucedidas em se chegar ao resultado final
correto.

Em estudo desenvolvido por Pessoa e Santos (2011), os
resultados mostram diversificadas estratégias de alunos a fim
de resolverem problemas combinatérios. Nesse estudo, as
autoras levantaram, além das estratégias, as explicacdes dos
alunos pesquisados sobre o entendimento que os mesmos
tiveram no que se refere a cada problema combinatorio, sendo

caracteristicas proprias de cada tipo/significado de problema
combinatério (arranjo, permutagdo, combinacdo e produto
cartesiano) pode ajudar os alunos a melhor compreenderem
0 conceito.

no estudo atual

Portanto, objetivou-se utilizar a

estratégia que mais se destacou nos estudos analisados, a
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listagem de possibilidades, juntamente com os trés outros
pilares considerados fundamentais para a aprendizagem da
combinatoria, que sdo os invariantes de cada tipo de problema
combinatorio, a sistematizagdo da listagem e a generalizagdo.
Tais pilares foram tomados como ponto de partida para a
elaboracdo e execucdo de intervengdes que possam auxiliar
no ensino-aprendizagem da combinatéria com alunos do 5°
ano do Ensino Fundamental, a fim de analisar os esperados
avangos ¢ as contribuigdes de tais interven¢des no que se
refere a compreensdo da combinatoria.

2 Material e Métodos

2.1 A combinatéria

De acordo com Pessoa e Borba (2009b) a combinatoria
permite quantificar conjuntos ou subconjuntos de objetos ou
de situacdes selecionados a partir de um conjunto dado, ou
seja, a partir de determinadas estratégias ou de determinadas
formulas, pode-se saber quantos elementos ou quantos eventos
sdo possiveis numa dada situacdo, sem necessariamente ter
que conta-los um a um. Assim, no presente estudo, entende-
se o raciocinio combinatério como um tipo de pensamento
que envolve contagem, mas que vai além da enumeragdo
de elementos de um conjunto. Na combinatéria contam-
se, baseando-se no raciocinio multiplicativo, grupos de
possibilidades, através de uma agdo sistematica, seja pelo uso
de formula, seja pelo desenvolvimento de uma estratégia que
dé conta de atender aos requisitos desses tipos de problemas,
como a constituicdo de agrupamentos, a determinagdo de
possibilidades e sua contagem. Assim, a Andlise Combinatoria
¢ a parte da Matematica que estuda os agrupamentos a partir
de alguns critérios; a combinatoria € o assunto referente a esta
parte da Matematica e que estd diretamente relacionada com
os problemas de produto cartesiano, permutacdo, arranjo e
combinagdo; o raciocinio combinatorio ¢ a forma de pensar
referente a combinatoria; e combina¢do ¢ um dos significados
dos problemas de combinatéria, juntamente com arranjo,
produto cartesiano e permutagao.

Pessoa e Borba (2009a) classificam os problemas que
envolvem o raciocinio combinatério em uma organizagao
unica — ndo identificada em estudos anteriores. A seguir
estdo colocados os significados' presentes na combinatdria
(produto cartesiano, arranjo, permutacdo e¢ combinagdo) e
seus respectivos invariantes do conceito, ou seja, relagdes e
propriedades que se mantém constantes:

Produto Cartesiano (1) Dados dois (ou mais) conjuntos
distintos, os mesmos serdo combinados para formar um
novo conjunto; (2) A natureza dos conjuntos ¢ distinta do
novo conjunto formado. Permutagdo (1) Todos os elementos

do conjunto serdo usados, cada um apenas uma vez
(especificamente para os casos sem repeticdo); (2) A ordem
dos elementos gera novas possibilidades. O que caracteriza
esses problemas ¢ que todos os elementos sdo usados em
diferentes ordens para formar as permutagdes. Arranjo (1)
Tendo n elementos, poderdo ser formados agrupamentos
ordenados de 1 elemento, 2 elementos, 3 elementos.... p
elementos, com 0 < p < n, sendo p e n nimeros naturais; (2)
A ordem dos elementos gera novas possibilidades. O que
caracteriza esses problemas ¢ que de um grupo maior, alguns
subgrupos sao organizados e a ordem dos elementos gera
novas possibilidades. Combinagdo (1) Tendo n elementos,
poderdo ser formados agrupamentos ordenados de 1 elemento,
2 elementos, 3 elementos.... p elementos, com 0< p < n, p
e n naturais; (2). A ordem dos elementos ndo gera novas
possibilidades. De forma semelhante aos problemas de arranjo,
tem-se um conjunto maior e dele sdo selecionados elementos
para formar subconjuntos, porém, de forma diferente, a ordem
dos elementos ndo gera novas possibilidades.

Apesar da importancia de estudos que envolvam o
raciocinio combinatério, poucas sdo as pesquisas que
objetivam investiga-lo propondo interven¢des de ensino
envolvendo uma amplitude de situagdes combinatdrias, como
as que envolvem os arranjos, as combinagoes, as permutacoes
e os produtos cartesianos. Como exemplos de estudos
anteriores relacionados a combinatéria envolvendo os quatro
tipos de problemas, Azevedo, Costa e Borba (2011), em um
estudo com o software Arbol, trabalharam os quatro tipos de
problemas com 16 alunos do 5° ano e perceberam progressos
na compreensdo da combinatoria. Outro estudo que trabalhou
com a interven¢do foi o de Barreto e Borba (2011), que
investigou o uso de estratégias especificas (listagem e drvore
de possibilidades) com alunos da Educagdo de Jovens e
Adultos. Neste estudo, tanto os alunos que trabalharam com
listagem de possibilidades, quanto os que trabalharam com a
drvore de possibilidades apresentaram importantes avangos.

Ja no que se refere aos estudos que investigaram tipos
especificos de problemas, Inhelder e Piaget (1955) estudaram
a resolucdo de problemas de tipo permutagdo por parte
de alunos com idade em torno de 12 anos; Soares e Moro
(2006) investigaram a resolugdo de problemas de produto
cartesiano por alunos de 5% e 6* série (atuais 6° e 7° anos de
escolarizagdo); Schliemann (1988), numa investigacdo com
adultos escolarizados e com pouca escolarizagdo, trabalhou
com problemas de tipo permutacdo; e Miguel e Magina
(2003) investigaram com alunos do 1° ano de licenciatura
em matematica as estratégias de resolucdo de permutacdes
simples e com repeti¢do, arranjos simples e com repeti¢ao e
combinagdes.

1 E importante deixar claro que, nesse trabalho, os significados de problemas de combinatéria refere-se aos tipos de problemas de combinatéria,
ou seja, os tipos de problemas estdo aqui considerados em termos de diferentes significados que a combinatoéria pode assumir. Cada um
dos significados possui invariantes diferentes, mas sdo todos problemas combinatorios porque possuem a caracteristica de levantamento de

possibilidades — por contagem direta ou indireta.
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Os Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL, 1997)
apontam a necessidade de que a combinatoria seja trabalhada
desde os anos iniciais da escolaridade; entretanto, apesar
dessa recomendacao, na pratica de sala de aula, a maioria dos
problemas de raciocinio combinatério (arranjo, combinag@o e
permutagio) so € introduzida formalmente na escola a partir do
2° ano do Ensino Médio. Apenas o do tipo produto cartesiano
¢ trabalhado explicitamente nos anos iniciais do Ensino
Fundamental. Ainda assim, estudos como o de Pessoa € Borba
(2009b) mostram que ¢ possivel desenvolver compreensdes
sobre esses tipos de problemas antes de sua introducdo formal
na escola e que os alunos sdo capazes de desenvolver estratégias
para resolver problemas combinatorios dos diferentes tipos.

Em relacdo a resolu¢do de problemas, pode-se pensar
nestas situagdes que geram conflito ¢ cujas solugdes ndo
sd0 oObvias, ou seja, quando um aluno recorre ao conjunto
de respostas imediatamente disponivel e ndo obtém sucesso
na solugdo, esta frente a um problema. Ele deve, entdo, criar
uma saida propria. A escolha pode ser por um procedimento
mais formal, como as regras e algoritmos que seguem sempre
a mesma ordem de passos de solug@o, ou uma heuristica que
¢ menos formal, no sentido de ser adequada a cada situagao.

Apesar dos em relacdo a
combinatoéria, justifica-se a realizacdo de pesquisas, como

estudos ja existentes

a atual, que, a partir dos dados obtidos em estudos de
sondagem (PESSOA; BORBA, 2009a; PESSOA: SANTOS,
2011) investiguem mais aprofundadamente o raciocinio
combinatério, desenvolvendo intervengdes que possibilitem
uma compreensdo mais ampla da combinatéria.

Os objetivos sao os de experimentar com alunos do 5° ano
do Ensino Fundamental intervengdes baseadas nas estratégias
bem sucedidas evidenciadas pelos alunos nos estudos de
Pessoa e Borba (2009a) e Pessoa e Santos (2011), utilizando a
explicitagdo dos invariantes dos problemas combinatorios, a
listagem de possibilidades como estratégia, a sistematizagdo
da listagem e a generalizagdo de procedimentos; comparar o
desempenho dos alunos em relacdo a Combinatoéria, entre o
pré-teste e o pds-teste e analisar as estratégias e os tipos de
respostas utilizados pelos alunos pesquisados antes e apds as
intervengoes.

2.2 Metodologia

A principio, foi realizado o levantamento das estratégias
bem sucedidas obtidas nos estudos de Pessoa e Borba (2009a)
e de Pessoa e Santos (2011), a fim de que as mesmas fossem
utilizadas durante as intervengdes. Apos esse momento, buscou-
se uma escola que apresentasse disponibilidade em receber as
pesquisadoras.

A hipotese defendida no presente estudo ¢ a de que o uso
da listagem de possibilidades como estratégia, o destaque
para os invariantes de cada tipo de problema combinatorio,

PESSOA, C.A.S.; SANTOS, L.T.B.

a sistematizagdo da listagem e a generalizagdo facilitam
a compreensdo da combinatoria, sendo essa a forma de
intervengdo adotada para ser trabalhada com os alunos de
uma turma do 5° ano do Ensino Fundamental. A turma era
composta por cerca de 20 alunos com idades variando entre
10 e 12 anos, mas foram selecionados para a andlise apenas os
que fizeram parte dos quatro momentos do processo: pré-teste,
duas sessoes de intervengdo e pos-teste, com 13 participantes.

Para a realizagdo da pesquisa, foram apresentados os quatro
tipos de problemas combinatdrios estando esses divididos em
duas sessdes, as quais tiveram, cada uma, duragdo de, em média,
uma hora e trinta minutos, a depender do avango e entendimento
da turma. Essas sessdes foram organizadas como segue:

Na primeira sessao de intervengao foram trabalhados com
os alunos seis problemas, sendo os trés primeiros de produto
cartesiano e os trés ultimos de permutag@o. Assim como na
primeira, na segunda sessdo de intervencao foram trabalhados
seis problemas, sendo os trés primeiros do tipo combinagao
e os trés ultimos do tipo arranjo. Nas duas intervengdes, o
primeiro problema de cada um dos tipos resultava em um
nimero menor de possibilidades (grandeza numérica até 10) e
o segundo e o terceiro problema levavam a um nimero maior
de possibilidades (grandeza numérica até 30).

A organizagao das intervengdes pode ser visualizada no
Quadro 1, que segue.

Quadro 1: Organizagio das Intervengdes

10 20 30 40 50 60
Interv. | Prob. | Prob. | Prob. | Prob. | Prob. | Prob.
(NP)? | (NG) | (NG) (NP) (NG) (NG)
la~ PC PC PC Perm. | Perm. | Perm.
sessao
2 = | Comb. | Comb. | Comb. | Arranjo | Arranjo | Arranjo
sessiao

Em ambas as sessoes de intervencdo foram resolvidos,
com o conjunto da turma, os problemas do pré-teste (na
organizagdo do teste, os 1°, 2°, 4° e 5° problemas) de modo
que fosse possivel tirar duvidas dos alunos e destacar os
invariantes de cada tipo de problema combinatdrio que eles
jé haviam resolvido anteriormente (no momento da aplicagao
do pré-teste). Além disso, foi apresentada, de cada um dos
problemas combinatdrios, uma situacdo-problema ainda nado
conhecida pelos alunos (3° ¢ 6° problemas), de modo que
fosse possivel perceber se eles estavam compreendendo o que
estava sendo trabalhado. O objetivo era o de que os alunos,
apos trabalharem os problemas ja resolvidos por eles (no pré-
teste) e de terem certo entendimento sobre os invariantes,
tentassem resolver sozinhos outros problemas do mesmo tipo
combinatorio (por isso a presenga do 3° e 6° problemas).

2 NP = nlimeros pequenos (problemas que resultavam em um namero menor de possibilidades); NG = numeros grandes (problemas que resultavam em
um niimero maior de possibilidades); PC = Produto Cartesiano; Perm. = Permuta¢ao; Comb. = Combinagao.
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Os problemas trabalhados no pré-teste, nas sessoes de
intervengao e no pos-teste foram os seguintes:

Pré-teste:

1)Para a festa de Sao Jodo da escola temos 2 meninos (Pedro e
Jodo) e 3 meninas (Maria, Luiza e Beatriz) que querem dancar
quadrilha. Quantos pares diferentes podemos formar, se todos
os meninos dangarem com todas as meninas?

2)Para prefeito de uma cidade se candidataram 3 pessoas
(Joana, Vitéria e Rafael). De quantas formas diferentes
poderemos ter o primeiro e o segundo colocado nesta votagdo?
3)Foi feito um sorteio na festa do dia das criangas da escola.
Estdo participando Lais, Cecilia ¢ Jane. As duas primeiras
sorteadas ganhardo uma boneca de presente, cada uma.
Sabendo que as bonecas s3o iguais, de quantas formas
poderemos ter as duas sorteadas para ganharem as bonecas?
4)Na estante da minha casa had fotos do meu pai, da minha
mae e do meu irmao, sendo um total de 3 porta-retratos. De
quantas formas diferentes posso organizar esses porta-retratos
de modo que eles fiquem lado a lado?

5)Maria tem 7 blusas (verde, azul, rosa, branca, amarela, lilas
e vermelha) e 4 shorts (bege, cinza, marrom e preto) para
ir a festa da escola. Quantos conjuntos ela podera formar,
combinando todas as blusas com todos os shorts?

6)A Semifinal da Copa do Mundo serd disputada pelas
seguintes sele¢des: Africa, Brasil, Franga ¢ Alemanha.
De quantas maneiras diferentes podemos ter o primeiro, o
segundo e o terceiro colocado nessa disputa?

7)Para a festa de aniversario de Amanda poderfo ser
convidados cinco amigos entre os sete (Livia, Cintia, Giselle,
Joaquim, Pedro, Allan e Gabriela) que moram na sua rua.
Quantos grupos diferentes de cinco amigos Camila podera
formar para ir a sua festa?

8)Elizabete quer criar uma senha para que outras pessoas
ndo mexam no seu celular. Sabendo que ela s6 pode usar os
numeros 1, 2, 3 e 4, sem repeti-los na mesma senha, de quantas
maneiras diferentes Elizabete podera criar essa senha?

1* Intervencao:

1) Resolugdo e discussdo - 1° problema do pré-teste (ver pré-
teste)

2) Resolugido e discussdo - 5° problema do pré-teste (ver pré-
teste)

3) Novo problema apresentado: A mée de Pedrinho fez oito
tipos de suco (maracuja, laranja, acerola, goiaba, uva, manga,
abacaxi e caju) para a comemoracdo do dia das criangas na
escola do seu filho. Ela levou copos descartaveis de quatro
cores (amarelo, branco, cinza e preto). Quantas combinacdes
diferentes poderdo ser formadas, combinando todos os sucos
com todos 0s copos?

4) Resolugao e discussdo - 4° problema do pré-teste (ver pré-
teste)

5) Resolugdo e discussdo - 8° problema do pré-teste (ver pré-
teste)

6) Novo problema apresentado: Mayara foi a sorveteria e

pediu um sorvete com quatro bolas: morango, chocolate e
flocos e baunilha. Se forem colocadas uma em cima da outra,
de quantas maneiras diferentes as bolas de sorvete podem ser
colocadas na casquinha?

2" Intervencao:

1) Resolugdo e discussdo — 3° problema do pré-teste (ver pré-
teste)

2) Resolugao e discussao — 7° problema do pré-teste (ver pré-
teste)

3) Novo problema apresentado: Para brincar no pula pula do
parque, podem entrar duas criangas de cada vez. Amanda,
Livia, Gisele, Joaquim, Lorena, Marcos, Pedro e Fabiana
estdo aguardando para brincar. De quantas maneiras diferentes
podem ser formadas as duplas para entrar no pula pula?

4) Resolugdo e discussdo — 2° problema do pré-teste (ver pré-
teste)

5) Resolucdo e discussdo — 6° problema do pré-teste (ver pré-
teste)

6) Novo problema apresentado: Jane, Neide, Vanessa e Paula
estdo disputando uma corrida. De quantas maneiras diferentes
poderemos ter a primeira, a segunda e a terceira colocada na
disputa?

Pés-teste:

1)Juliana ¢ jogadora de ténis e tem quatro raquetes (vermelha,
azul, preta e marrom) e duas bolinhas (amarela e verde) para
jogar no torneio. Quantas combinagdes diferentes ela pode
formar, combinando todas as raquetes com todas as bolinhas?
2)Raul, Vicente e Artur estdo sentados em um sofa de trés
lugares, sendo que Raul esta no primeiro assento, Vicente esta
no segundo e Artur esta no terceiro. Trocando os trés meninos
de lugar, em quais outras posigdes diferentes podem sentar
Raul, Vicente e Artur?

3)Uma lanchonete tem a disposi¢do cinco variedades de
frutas (morango, laranja, péra, banana e graviola) e pretende
mistura-las duas a duas na fabricagdo de sucos. Quantos serdo
os tipos de sucos disponiveis?

4)Mauricio, Tania e André formam a comissdo de eventos
da escola. Eles precisam escolher entre eles um presidente
e um vice. De quantas formas diferentes poderemos ter essa
escolha?

5)Uma padaria prepara bolos deliciosos. Os bolos podem
ser de trés tamanhos (pequeno, médio e grande) e os sabores
podem ser de oito tipos diferentes (morango, chocolate,
brigadeiro, coco, doce de leite, mandioca, laranja e banana).
Quantos tipos diferentes de bolo vocé pode escolher para
comprar, combinando cada tamanho com cada sabor?

6)Sem repetir as letras na mesma palavra, quantas palavras
diferentes (com ou sem sentido) podemos formar com as
letras da palavra GATO?

7)A Professora do 4" ano elaborou uma prova com seis
questdes (A, B, C, D, E, F), das quais os alunos deveriam
resolver apenas trés. De quantas formas eles poderdo escolher
as trés questoes?
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8)Em um concurso de beleza organizado pelo bairro, quatro
meninas (Bruna, Roberta, Helena e Bianca) sio as finalistas.
De quantas maneiras distintas podemos ter a primeira, a
segunda e a terceira colocada?

Trabalhou-se da seguinte forma: inicialmente foi resolvido
com os alunos (no quadro-negro) o primeiro problema,
havendo destaque para os invariantes do mesmo. Apés esse
momento, pediu-se que eles respondessem, individualmente,
ao segundo problema. Dado o tempo para que os alunos
respondessem, foi feita a resolucdo também no quadro,
estimulando sempre a participagdo da turma. O processo foi
repetido durante a resolugdo do terceiro problema. Primeiro
os alunos responderam de modo mais individual e depois
ocorreu a resolugdo em conjunto, no quadro. Tal modo de
intervengao ocorreu de forma similar com cada um dos tipos
de problemas combinatérios.

Destaca-se que a listagem das possibilidades foi a primeira
orientagdo e a estratégia estimulada e trabalhada na resolugdo
de todos os problemas usados nas intervengdes. Foi destacada
também, durante a resolu¢do de todos os tipos de problemas,
a sistematizagdo, um dos pilares adotados, sendo trabalhado
da seguinte forma: sempre que se iniciava a resolugdo de um
problema no quadro, era dada a sugestdo de que tal escrita fosse
feita de forma organizada. Para a “organizacdo”, sugeriu-se
a sistematizagdo, de modo que a ordem na qual os elementos
aparecessem no enunciado fosse o ponto de partida no momento
de escrever as possibilidades, o que tornava a resolu¢ao mais facil,
visto que a probabilidade de confundir os elementos seria menor.

A seguir ¢ possivel visualizar o que se destacou nas
intervengdes. Para tal caracterizagdo, sera tomada como
exemplo uma das situagdes-problema para cada tipo de
problema combinatorio:

1? Intervencao: Produto Cartesiano - 4 mde de Pedrinho

fez oito tipos de suco (maracujd, laranja, acerola, goiaba,
uva, manga, abacaxi e caju) para a comemoragdo do dia das
criangas na escola do seu filho. Ela levou copos descartaveis
de quatro cores (amarelo, branco, cinza e preto). Quantas
combinagoes diferentes poderdo ser formadas, combinando
todos os sucos com todos os copos?

Focou-se nos invariantes, destacando o fato de que existiam
dois grupos (sucos — oito tipos, € copos — quatro cores) € que
para formar as combinagdes possiveis, seria necessario retirar
um elemento de cada grupo, formando assim um terceiro
conjunto. Além disso, questionou-se os alunos sobre a ordem
exercer ou ndo influéncia, levando-os a refletir sobre o fato de
que, nesse tipo de problema, formadas as combinagdes, a ordem
nado gera novas possibilidades. Utilizou-se a exemplificacdo de
uma primeira combinacdo: dizer que se tem a combinagao suco
de maracuja e copo amarelo ¢ o mesmo que dizer que tem-
se a combinagdo copo amarelo e suco de maracuja. A ordem
na qual os elementos estdo dispostos nao exerce influéncia na
resolugdo desse tipo de problema combinatorio.

Para destacar a generalizagdo, chamou-se atengdo para
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o fato de que se para cada tipo de suco disponivel havia a
possibilidade de combinagdo com quatro cores diferentes de
copos, € que existiam § tipos de sucos, a multiplicagdo 4x8
responderia ao problema.

Permutagdo — Na estante da minha casa ha fotos do meu
pai, da minha mde e do meu irmdo, sendo um total de 3 porta-
retratos. De quantas formas diferentes posso organizar esses
porta-retratos de modo que eles figuem lado a lado?

Escrevendo os nomes “pai”, “mae” e “irmdo” no quadro,
foi perguntado aos alunos quais arrumagdes eram possiveis.
Sempre partindo do uso da listagem de possibilidades como
estratégia, supondo-se que estavam no quadro as seguintes
possibilidades: “pai, mae e irmdo; mae, pai e irmao; irmao,
mae e pai”’, perguntava-se: “Mas s ha essas possibilidades? O
porta-retrato do pai s6 pode vir em primeiro lugar uma vez, que
¢ acompanhado da mae e do irmao?”, “Sera que ndo tem outras
formas de organizar?” Essas questdes, de certa forma, enfatizam
um dos invariantes da permutaco, segundo o qual a ordem dos
elementos gera novas possibilidades.

Quando ja haviam sido escritas todas as possibilidades, era
feita a generalizagdo, junto com eles. “Quantas possibilidades
nds temos nas quais aparecem o pai em primeiro lugar?” Feita a
contagem, eles diziam: “duas”. A pergunta era repetida com a mae
e 0 irmao, levando-os a perceber que para cada elemento, havia
duas possibilidades de organizagdo. Assim, a multiplicagio 2x3
também resolvia o problema, sem que fosse necessario escrever
todas as possibilidades.

2% Intervenc¢ao: Combinacdo — Para brincar no pula pula
do parque, podem entrar duas criangas de cada vez. Amanda,
Livia, Gisele, Joaquim, Lorena, Marcos, Pedro e Fabiana
estdo aguardando para brincar. De quantas maneiras
diferentes podem ser formadas as duplas para entrar no pula
pula?

Para destacar os invariantes, foi dada énfase ao fato de
que o problema enumerava varios elementos, mas que nem
todos seriam utilizados, de uma s6 vez, na formacdo das
possibilidades. Além disso, os alunos foram levados a refletir
sobre a importancia ou ndo da ordem, com a pergunta: “Dizer
que “Amanda e Livia é a dupla que vai entrar na pula-pula”
ou “Dizer que Livia e Amanda ¢ a dupla que vai entrar no
pula-pula”, vai fazer diferenca?” Com tal pergunta, o objetivo
era o de chamar a atengdo para o fato de que, nesse tipo de
problema, a ordem ndo exerce influéncia durante a formagao
das possibilidades.

Arranjo — Para prefeito de uma cidade se candidataram
3 pessoas (Joana, Vitoria e Rafael). De quantas formas
diferentes poderemos ter o primeiro e o segundo colocado
nesta vota¢do?

Visando a percep¢do dos invariantes, chamou-se a atengao
para o fato de que nesse tipo de problema ¢ fornecido um grupo
e desse grupo sdo retirados elementos para formar subgrupos.
Perguntou-se também se as combinagdes “Joana e Vitoria” e
“Vitoria e Joana” eram diferentes.

Sobre a generalizagdo, ainda tomando como exemplo o
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problema acima colocado, os alunos eram levados a perceber
quantas vezes cada um dos elementos (acompanhados dos
vices), poderiam ser colocados em primeiro lugar (como
prefeitos, no caso). Assim, chegando-se a conclusdo de que
cada um deles poderia ocupar o primeiro lugar, com segundos
lugares (vices) diferentes, por duas vezes, e que a quantidade
de elementos era de trés, uma possivel solucdo para o
problema seria a multiplicagdo 2x3, que resulta na resposta
seis possibilidades.

Assim, os objetivos do presente estudo sao os de analisar
os avangos quantitativos e qualitativos dos alunos pesquisados,
entre pré-teste e pos-teste, e as contribui¢des das intervengdes
para o entendimento da combinatéria por eles.

A andlise dos dados ocorreu de forma quantitativa,
comparando-se 0o desempenho em termos de acertos totais?
dos alunos entre o pré-teste ¢ o pos-teste, ¢ de forma
qualitativa, analisando-se os tipos de respostas ¢ as estratégias
desenvolvidas pelos alunos também entre o pré-teste e o pos-
teste. Nesta segunda analise sdo considerados acertos parciais,

Quadro 2: Acertos Totais por aluno no Pré-teste

ou seja, caminhos que foram utilizados pelos alunos e que
demonstram certa compreensao dos problemas.

3 Resultados e Discussao

A principio, apresenta-se o levantamento dos acertos totais
dos alunos, tanto no pré-teste como no pos-teste. Adiante, tais
resultados serdo refinados e analisados mais detalhadamente,
de modo a observar as formas de resolugdes encontradas,
percebendo possiveis avangos ndo s6 na quantidade de
acertos, mas também na qualidade das respostas e no nivel de
compreensdo dos problemas combinatorios.

3.1 Analise de acertos totais

A seguir, apresentam-se os Quadros 2 e 3, que contém
os acertos totais dos alunos no pré-teste € no pos-teste para se
poder melhor perceber a mudanga de desempenho possivelmente
advinda dos momentos de intervengao, nos quais foram destacados
os quatro pilares ja discutidos: listagem de possibilidades como
estratégia, invariantes, a sistematiza¢do e a generalizagdo.

Problemas

Total de

Alunos

PC-* PC+ Arr- Arr+

Comb- Comb+ Perm- Perm+ Acertos

Aluno 1

(=]

Aluno 2

X

x|
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X
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Aluno 5

Aluno 6

Aluno 7

Aluno 8

Aluno 9

Aluno 10 X
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Aluno 12

Aluno 13
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Quadro 3: Acertos Totais por aluno no Pos-teste

Problemas

Total de

Alunos

PC+ Arr- Arr+

Comb- Comb+ Perm- Perm+ Acertos

Aluno 1
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Aluno 2 X
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Aluno 4
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Aluno 5
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Aluno 6

Aluno 7

et

Aluno 8

Aluno 9

XA <A

Aluno 10
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Aluno 11

Aluno 12

Aluno 13

=
=
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<
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3 Esta sendo considerado aqui como acerto total quando o aluno consegue chegar ao resultado do problema, independentemente da estratégia utilizada.
4 PC- = Produto Cartesiano com nimero menor de possibilidades; PC+ = Produto Cartesiano com niimero maior de possibilidades; Arr- = Arranjo com
namero menor de possibilidades; Arr+ = Arranjo com niimero maior de possibilidades; Comb- = Combinag¢ao com niimero menor de possibilidades;
Comb+ = Combinagdo com ntimero maior de possibilidades; Per- = Permutagdo com numero menor de possibilidades; Perm+ = Permutagdo com

nimero maior de possibilidades.
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Adiante, na Tabela 1, apresenta-se a comparagao entre 0s
percentuais de acertos no pré-teste e pos-teste, de modo que
seja possivel comparar os avangos dos alunos.

Tabela 1: Comparagao do Percentual de acertos entre o pré-teste
e 0 pos-teste

PC- PC+ Arr- Arrt Comb- Comb+ Perm- Perm+

Pré-teste 23,07 0 0 0 23,07 0 0 0
Pos-teste 69,23 69,23 46,15 7,69 46,15 7,69 3846 0

A partir dos dados apresentados (mais especificamente
Quadros 2 e 3 e Tabela 1), é possivel perceber importantes
avancos no que se refere a aprendizagem de combinatoria
quando o contetido ¢ trabalhado de forma sistematica em sala
de aula, o que demonstra que os pilares adotados durante as
intervengdes parecem contribuir de forma importante para que os
alunos resolvam de maneira mais correta os problemas e melhor
reflitam sobre a combinatoria. E possivel perceber que alunos
que antes apresentavam percentuais mais baixos de acertos totais,
passaram a solucionar de forma correta os problemas propostos.

Dentre os 13 alunos pesquisados, 10 apresentaram avangos
no que se refere a quantidade de acertos totais. Apenas trés
alunos (2, 6 e 12), permaneceram com a mesma quantidade de
acertos totais no pré-teste e no pos-teste. Ainda assim, adiante,
com uma analise mais detalhada das respostas por eles e pelos
demais alunos apresentadas, ¢ possivel perceber avangos no
que se refere ao nivel de compreensdo dos problemas, tendo
em vista que eles evoluiram no que se refere a qualidade
das estratégias apresentadas, mesmo que ndo tenham, ainda,
esgotado todas as possibilidades.

No pré-teste, os acertos totais ocorreram no problema de
produto cartesiano com nuimero menor de possibilidades,
respondido pelos alunos 2, 3 € 10 e no problema de combinagéo
com numero menor de possibilidades, respondido pelos
alunos 2, 3 e 6. No estudo de Pessoa e Santos (2011), o
problema de combinagao foi apresentado como o de mais facil
resolugdo pelos alunos, seguidos dos problemas de produto
cartesiano, permutagdo e arranjo. Tal resultado assemelha-se
aos encontrados no estudo atual (pré-teste), no qual os alunos
aparentam ter mais facilidade para resolver os problemas de
combinag¢ao e produto cartesiano.

Ja no pos-teste, pode-se perceber que houve acertos totais
em todos os tipos de problemas combinatorios, exceto no de
permutacdo com niimero maior de possibilidades. Explica¢ao
para tal pode ser encontrada no contexto no qual tal problema
estava inserido, que era o anagrama da palavra GATO. Tanto no
presente estudo como no de Pessoa e Santos (2011), os alunos
demonstraram dificuldades na resolugéo desse tipo de problema.

No que se refere aos problemas que levavam a um niimero
maior de possibilidades, nos do tipo produto cartesiano, os alunos
avangaram bastante, de zero para nove resolugdes corretas. Ja
nos problemas de arranjo e combinag@o (com nimero maior de
possibilidades) para cada um dos problemas citados s6 houve
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um acerto (no pos-teste). E mais dificil generalizar/esgotar
as possibilidades com numero maior de possibilidades e com
problemas menos comuns.

3.2 Anidlise das estratégias e dos tipos de respostas
apresentados pelos alunos

Como afirmado durante a analise direcionada para os
acertos totais e para a analise quantitativa foram considerados
como acertos apenas os acertos totais. Porém, entre acertos e
erros hd um enorme espectro de possibilidades, de estratégias
e tipos de respostas que levam a reflexao sobre como os alunos
pensam em relacdo a combinatdria. Desse modo, a seguir é
feita uma abordagem de cunho mais qualitativo, de modo a
verificar, além da quantidade de acertos, em quais aspectos,
no ambito de tipos de respostas e de estratégias, os alunos
apresentaram avangos apos as intervengdes.

A partir de categorizacdo desenvolvida por Pessoa e Borba
(2009a) sobre os tipos de respostas e os tipos de estratégias
desenvolvidos pelos alunos por elas pesquisados, foram
classificados os tipos de respostas (Quadro 4) e os tipos de

estratégias (Quadro 5) dos alunos da presente pesquisa.

Quadro 4: Tipos de respostas apresentadas pelos alunos
investigados ao resolverem os problemas de combinatéria

propostos.

1) Em branco

Nao se sabe, nestes casos, se 0 aluno niao

respondeu porque ndo sabia, porque nao

se interessou, porque ndo quis fazer ou se
considerou o problema de dificil resolugao.

2) Apenas
resposta incorreta

O aluno deu apenas a resposta errada para o
problema proposto.

3)Resposta
incorreta, sem o
estabelecimento
de relagao correta

Incompreensao do problema — o aluno apresentou
uma resposta incorreta e na sua resolu¢do nao ha
indicios de relagdo com a questao proposta. Tal
percepgao ¢ possivel a partir da estratégia pelo
aluno apresentada.

4) Resposta
incorreta ou
incompleta, com
o estabelecimento
de relagdo correta,
utilizando uma
estratégia ndo

Apresenta certa compreensao do problema
— 0 aluno errou a resposta ou nao conseguiu
completa-la, entretanto, sua estratégia de
resolugdo ¢ valida para o que ¢ solicitado,
mantém uma relagdo com a logica do problema,
entretanto, nao organizou sistematicamente a
estratégia, listando, desenhando, fazendo arvore
de possibilidades, quadros, diagramas ou outra
estratégia de maneira ndo sistematica, sem

incorreta ou
incompleta, com
o estabelecimento
de relagdo
correta, utilizando
uma estratégia
sistematica

sistematica ~
controlar de alguma forma os elementos, nao
conseguindo esgotar todas as possibilidades.
Nesta categoria, o aluno também apresentou

5) Resposta certa compreensdo do problema, entretanto,

apesar de utilizar uma estratégia mais organizada,
mais sistematica, errou a resposta ou nao
conseguiu chegar ao final da resolugdo. Sua
estratégia de resolugdo ¢ valida para o que é
solicitado, mantém uma relagdo com a logica do
problema, entretanto, na maioria das vezes, neste
caso, o aluno ndo conseguiu esgotar todas as
possibilidades para o tipo de problema proposto.

6)Apenas resposta

O aluno deu apenas a resposta certa para o

correta problema proposto.
7) Resposta O aluno conseguiu compreender a logica do
correta com problema e chegar a resposta correta, utilizando e
explicitagdo de | explicitando uma estratégia valida e encontrando
estratégia formas de esgotar todas as possibilidades.
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Quadro 5: Estratégias apresentadas pelos alunos ao resolverem os problemas de combinatdria propostos.

1) Nao explicitou

Quando o aluno apenas forneceu a resposta, correta ou incorreta. Desse modo fica dificil precisar com certeza qual

estratégia estratégia foi utilizada para a resolugdo.
2) Desenho O aluno desenhou as possibilidades, utilizando-se dos dados, podendo a resposta ser correta ou incorreta, havendo, ou ndo,
sistematizagdo no processo de resposta e com ou sem o esgotamento de todas as possibilidades.
. O aluno construiu um quadro ou um diagrama para representar o processo de solugdo. Pode haver resposta correta ou
3) Quadro / diagrama q er p p p ¢ P

incorreta, com ou sem sistematizag¢do, com ou sem esgotamento de possibilidades.

4) Listagem de

O aluno listou as possibilidades de forma escrita, com os nomes ou com simbolos, podendo a resposta ser correta ou

possibilidades incorreta, havendo, ou ndo, o estabelecimento de relagdo e/ou o esgotamento de todas as possibilidades.

5) Multiplicagdo O aluno relacionou o problema a um produto, entretanto, em situagdes nas quais ela ndo se aplica. A resposta €
inadequada incorreta sem relagdo.

6) Multiplicagao O aluno relacionou o problema a um produto, com a possibilidade correta de seu uso. A resposta pode ser correta ou
adequada incorreta.

7) Percepgao ou busca
de regularidade

Quando o aluno iniciou a resolugdo através de uma estratégia qualquer, geralmente a listagem ou a arvore de
possibilidades ou o quadro/diagrama e, no decorrer desta, percebeu que pode generalizar as descobertas iniciais para
0s casos seguintes. A resposta pode ser correta ou incorreta.

Estando explicitadas categorias utilizadas para
sistematizar as respostas dos alunos pesquisados, apresentam-

as

se as Tabelas 2 e 3, que permitem visualizar os dados, de
forma sistematizada, por tipo de resposta e por ordem de
grandeza, no pré-teste e pos-teste, respectivamente, de modo
que seja possivel comparar os avangos e verificar a influéncia
das intervengdes na compreensdo combinatoria pelos alunos
pesquisados. Ao analisar por ordem de grandeza, tém-se
o intuito de, a depender do tipo de resposta apresentado,
perceber as dificuldades/facilidades dos alunos ao resolverem
problemas com respostas que levavam a um nimero menor ou
maior de possibilidades.

A partir dos dados apresentados na Tabela 2 (pré-teste),
pode-se perceber, em principio, o pequeno percentual de alunos
que deixa as respostas em branco, o que significa que, ainda
que ndo haja um ensino sistematico de combinatdria em sala
de aula, os alunos tentam resolver os problemas, utilizando-
se de estratégias diferenciadas. De modo geral, a partir dos
resultados encontrados no pré-teste, ¢ possivel perceber que
a maior parte das respostas esta em categorias que se referem
a respostas incorretas ou incompletas, sem o estabelecimento
de relagao combinatoria, o que indica que os alunos, em sua
maioria, anteriormente as intervengdes, apresentavam um
pensamento combinatorio ainda sem grande sistematizagao.

Tabela 2: Percentuais de tipo de resposta por tipo de problema e por ordem de grandeza no pré-teste.

A Resposta Resposta incorreta ou Resposta incorreta Resposta
penas . . = . Apenas
Em incorreta  incompleta com rela¢io,  ou incompleta com correta com
resposta = PRI = . resposta R
Branco . sem relacio com estratégia nao relacdo, com estratégia explicitacio
incorreta . e . £ge correta Hn
correta sistematica sistematica de estratégia
PCS NP° 53,84 15,38 7,69 23,07
NG 69,23 30,76
2 Ar NP 69,23 23,07 7,69
£ NG 38,46 53,84 7,69
E Comb NP 38,46 23,07 7,69 15,38
A~ NG 7,69 76,92 15,38 7,69
NP 53,84 30,76 7,69 7,69
Perm
NG 7,69 30,76 15,38 38,46 7,69
Tabela 3: Percentuais de tipo de resposta por tipo de problema e por ordem de grandeza no pos-teste.
A Resposta Resposta incorreta ou Resposta incorreta Resposta
penas . . = . Apenas
Em incorreta  incompleta com relacio,  ou incompleta com correta
resposta = o = ;. resposta ..
Branco . sem relacdo com estratégia nio relacdo, com estratégia (explicitando
incorreta . PhHs . L. correta P
correta sistematica sistematica estratégia)
PC NP 7,69 7,69 15,38 69,23
NG 15,38 15,38 69,23
2 Ar NP 15,38 7,69 30,76 46,15
5 NG 30,76 7,69 53,84 7,69
< NP 7,69 15,38 30,76 46,15
= Comb
A~ NG 7,69 38,46 30,76 15,38 7,69
NP 7,69 15,38 15,38 15,38 46,15
Perm
NG 7,69 7,69 69,23 15,38

5 PC= Produto Cartesiano; Perm. = Permutag@o; Ar = Arranjo; Comb. = Combinagao.
6 NG = numeros grandes; NP= nimeros pequenos.
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A seguir, apresenta-se uma analise mais detalhada dos
tipos de respostas encontrados no pré-teste, bem como a
exemplificagdo através das respostas apresentadas pelos alunos
¢ a comparagdo com o pos-teste, de modo a verificar os avangos
no que se refere a resolugdo de problemas combinatérios.

E possivel perceber no pré-teste maior concentragio das
respostas nas categorias “Apenas resposta incorreta” e “Resposta
incorreta sem o estabelecimento de relagdo correta”. O que
diferencia tais categorias ¢ que na primeira o aluno ndo explicita
a estratégia utilizada para chegar a resposta por ele apresentada, o
que impossibilita o entendimento acerca da relagdo estabelecida
para resolver o problema proposto. Ja na categoria “Resposta
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incorreta sem relagdo correta”, a explicitagdo da estratégia
usada pelo aluno permite a percepgdo acerca do estabelecimento,
ou ndo, de relagdo com o problema proposto.

Abaixo, apresenta-se, na Figura 1, uma resposta que se
enquadra na categoria “Apenas resposta incorreta”, uma
vez que o Aluno 3, E.P.S"., ao responder com “3 formas”,
nao explicita sua estratégia de resolucdo. Avango importante
percebe-se na resposta apresentada no pos-teste, por esse
mesmo aluno (Aluno 3, E.P.S., Figura 2), na qual ele lista
todas as possibilidades, de forma sistematica para o problema
proposto. Tal resposta ¢ classificada na categoria “Resposta

’

correta com explicitagdo de estratégia”.

Figura 1: Resolucao do problema de arranjo com niimero menor de possibilidades pelo Aluno 3, E.P.S., no pré-teste.

2. Para prefeito de uma cidade se candidataram 3 pessoas (Joana, Vitdria e Rafael).
De guantas formas diferentes poderemos ter o primeiro e o segundo colocado

‘;H YWD

nesta votacio? =

Figura 2: Resolugdo do problema de arranjo com niimero menor de possibilidades pelo Aluno 3, E.P.S., no pos-teste.

4) Mauricio, Tania e

André formam a comissio de eventos da escola

Eles precisam

escolher entre eles um presidente e um vice. De quantas formas diferentes poderemos

ter essa escolha?
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No que se refere a categoria “Resposta incorreta sem o
estabelecimento de relagdo correta”, apresenta-se, abaixo,
nas Figuras 3 e 4, a comparacdo entre as resolugdes do

Aluno 7, L.C.R.S., no problema de arranjo com nimero

maior de possibilidades, no pré-teste e no pos-teste,
respectivamente.

Figura 3: Resolugéo do problema de arranjo com nimero maior de possibilidades pelo Aluno 7, L.C.R.S., no pré-teste.

A Semifinal da Copa do Mundo sera disputada pelas seguintes selegtes: Africa.

Brasil, Franca e Alemanha.

De quantas maneiras diferentes podemos ter o

primeiro; o segundo e o terceiro colocado nessa disputa?

¥ =t ) L= S g : e,

Figura 4: Resolugé@o do problema de arranjo com numero maior de possibilidades pelo Aluno 7, L.C.R.S., no pds-teste.

8) Em um concurse de beleza organizado pelo bairro, quuaire meninas (Bruna
Helena ¢ Bianca) o as finalistas

primeira, o segundn & a terceira colocada’

Robéria

De quantas maneiras distintas podemos 1er a

7 Por questoes éticas, a identificagdo dos participantes se faz apenas por suas iniciais.
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E possivel perceber, na Figura 3, referente ao pré-teste,
que o aluno, ao listar apenas uma possibilidade, fornece uma
Resposta incorreta, sem o estabelecimento de relagdo correta.
Entende-se que ele, ao listar apenas uma possibilidade como
resposta para o problema, acreditando que ela ¢ suficiente para
soluciona-lo, ndo estabelece uma compreensdo combinatoria,
tendo em vista que ndo percebe a existéncia de outras
possibilidades que podem responder o que esta sendo proposto.

Ja na Figura 4, apresenta-se a resolugdo do mesmo aluno
(Aluno 7, L.C.R.S.) para o problema de Arranjo, agora no pos-
teste. A partir da sua estratégia, levanta-se a hipdtese de que ele,
atribuindo “p” a primeira colocada, “c” a segunda colocada e “t” a
terceira colocada, lista todas as possibilidades nas quais “Bruna”,
que ele simboliza por “BR”, pode ser a primeira colocada. Além
disso, o aluno atribui “R” a Roberta, “H” a Helena ¢ “Bi” a
Bianca. Apoés elencar todas as possibilidades nas quais Bruna
ocupa a primeira colocagdo, ele multiplica a quantidade de
possibilidades (6) por 4, que € a quantidade de participantes do
concurso de beleza, contexto no qual o problema esta inserido.
Assim, percebe-se que o aluno, que no pré-teste listava apenas
uma possibilidade para solucionar o problema, apresenta, no pos-
teste, a percepgdo acerca dos invariantes do problema proposto,
a sistematizagdo e a percep¢do ou busca da regularidade, sendo
esses os pilares discutidos durante as intervengdes.

Quanto a categoria “Resposta incorreta ou incompleta
com o estabelecimento de relagdo correta, utilizando uma
estratégia ndo sistematica”, pode-se perceber que, apesar
de pequeno, houve um percentual de alunos que apresentou

respostas que estabeleceram relagdo correta com o problema
proposto, apesar de ndo serem esgotadas as possibilidades. E
importante ressaltar que este percentual, apesar de pequeno,
foi maior do que o percentual encontrado na categoria
“Resposta incorreta ou incompleta com o estabelecimento
de relagdo correta, com estratégia sistemdtica”, que se
diferenciava pela sistematizagdo. Sem um ensino efetivo, que
chame atengdo para a sistematizagdo, ¢ dificil que os alunos
tenham a compreensao espontanea de que sistematizar auxilia
na resolu¢do dos problemas, sendo esse um dos focos dos
momentos de intervengdo do presente estudo.

Abaixo, na Figura 5, pode-se visualizar a resolu¢do do
pré-teste do Aluno 5, J.R.S.R., que apresentou uma “Resposta
incorreta ou incompleta com o estabelecimento de relagdo
correta, utilizando uma estratégia ndo sistemdtica” ao
resolver um problema de permutagdo com nimero menor de
possibilidades. Ele lista quatro possibilidades para o problema
proposto, mas ndo esgota as mesmas. Além disso, o aluno
ndo sistematiza os elementos, uma vez que como primeira
possibilidade escreve “irmdo, mde e pai”, como segunda
“pai, irmao e mde”, como terceira “mae, pai e irmao”, e
como quarta “pai, mae e irmdo”. Na interpretacdo adotada
no presente estudo, para ser considerada uma resolugdo
sistematica, o aluno teria que, ao listar a quarta possibilidade,
iniciar novamente com o elemento “irmao”, de forma a melhor
controlar os elementos e visualizar o que ainda faltava para
concluir o problema. Ao invés disso, ela inicia a formagdo da
possibilidade com o elemento “pai”.

Figura 5: Resolugio do problema de permutacdo com niimero menor de possibilidades pelo Aluno 5, J.R.S.R., no pré-teste.

4. Na estante da minha casa ha fotos do meu pai, da minha mie e do meu irmao,
sendo um total de 3 porta-retratos. De quantas formas diferentes posso organmizar
esses porta-retratos de modo que eles figuem lado a lado?

T__J{l"_."l'l':r_’l/)j;:r_:lz ExT)
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Figura 6: Resolugao do problema de permutagdo com niimero menor de possibilidades pelo Aluno 5, J.R.S.R., no pds-teste.

2) Raul, Vicente e Artur esifo sentados em um sofa de trés lughares, Séndo que Raul estd no
primeiro assento, Vicente estd no segundo e Artur estd no terceiro. Trocando os trés
meninos de lugar, em quais outras posigdes diferentes: podem sentar Raul, Vicente e
Artury Aok A sy duka
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Va7 s )
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Ja no pods-teste, na Figura 6, acima, pode-se perceber
a resolugdo do mesmo aluno (Aluno 5, J.R.S.R), para o
problema de permutagao proposto. Como fazia no pré-teste,
ele lista os elementos, porém agora de forma sistematica
e com o esgotamento das possibilidades, o que leva a
defesa de que a intervengdo trouxe resultados nao apenas
quantitativos, mas principalmente qualitativos.

No que se refere a categoria “Apenas resposta
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correta”, abaixo, na Figura 7, a exemplificacdo a partir
da resolucao do Aluno 2, E.L., no problema de produto
cartesiano com nimero menor de possibilidades. O aluno
coloca como resposta “6 pares”. Tal resposta, apesar de ser
a correta para o problema proposto, ndo fornece maiores
indicios acerca das possibilidades formadas, sem que seja
possivel saber se de fato a compreensdo estabelecida foi

a correta.

Figura 7: Resolucéo do problema de produto cartesiano com numero menor de possibilidades pelo Aluno 2, E.L., no pré-teste.

| Para g festa de S5fo Jofio da escola temos 2 meninos (Pedro e Jofo) ¢ 3 meninas

(Maria, Luiza e Bealriz) que querem dancar guadrilha

Quantos pares diferentes

podemos formar, se todos os meninos dancarem com todas as meninas?

E'J ../‘I.".“_L)" P

Figura 8: Resolugio do problema de produto cartesiano com niimero menor de possibilidades pelo Aluno

2, E.L., no pos-teste.

1) Juliana € jogadora de ténis e tem quatro raquetes (vermelha, azul, preta e marrom) e

uas bolinhas (amarela e verde) para joga
d bolinhas (amarela e verde) para joga

ela pode formar, combinando todas
: ; Hisiiy

] { 5

= [

Ja na Figura 8, acima, o mesmo aluno (Aluno 2, E.L.), no
pos-teste, esgota as possibilidades, agora com a explicitagdo
da estratégia, que ¢ a listagem de possibilidades. Ha um
enriquecimento na resolucdo e também a percepcdo da
sistematiza¢do, uma vez que ele lista os elementos de forma
organizada. E possivel refletir sobre a énfase, durante as
intervengdes, na importancia de que o procedimento de
resolucdo fosse deixado no teste, ndo sendo escrita apenas a
resposta. Muitas sdo as praticas escolares nas quais o foco ¢
o resultado, sem que haja uma analise conjunta (professores

r no torneio. Quantas-combinaches diferentes

as raguetes com todas as bolinhas?

o)

e alunos), acerca das estratégias de resolu¢ao, ndo havendo
reflexdes acerca de em qual(is) etapa(s) da resolugdo dos
problemas os alunos estdo tendo maior dificuldade, de
modo a auxilia-los na compreensdo e conclusdo correta dos
problemas.

Na categoria “Resposta correta com explicitagdo de
estratégia”, foram encontradas, no pré-teste, 15,38% de
respostas, todas nos problemas de combinacdo com nimero
menor de possibilidades, como € possivel visualizar no
exemplo a seguir, Figura 9.

Figura 9: Resolugdo do problema de combinagdo com niumero menor de possibilidades pelo Aluno 2, E.L., no pré-teste.
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No que se refere aos resultados encontrados no pos-
teste (Tabela 3), destaca-se, em principio, a diminuigdo
do percentual de respostas na categoria “Apenas resposta
incorreta”, se em comparagdo com o pré-teste (Tabela 2),
e, concomitantemente, uma diminuicdo das respostas na
categoria “Resposta incorreta sem relagdo correta”, o que
indica que os alunos, além de comecarem a explicitar suas
estratégias de resolucdo, tendo em vista que ndo mais colocam
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apenas a resposta, passam a utilizar estratégias validas ¢ a
estabelecer rela¢do correta com o problema proposto.

Além disso, de modo geral, pode-se perceber maior
concentragdo das respostas a partir da categoria “Resposta
incorreta ou incompleta com relagdo e com estratégia
sistemadtica”, com excecdo para os problemas de combinagao
e permutagdo com respostas que levavam a um niimero maior
de possibilidades, tendo em vista que para esses problemas,
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¢ possivel visualizar um maior percentual de respostas nas
categorias anteriores, ou seja, categorias menos elaboradas
a “Resposta incorreta ou incompleta com relagdo e com
estratégia sistemdtica”, o que leva a percepcdo de que, para
esses problemas especificamente, os alunos apresentaram
mais dificuldade em aproximar-se do esgotamento das
possibilidades.

Pode-se observar também o aumento dos percentuais de
respostas na categoria “Reposta incorreta ou incompleta com o
estabelecimento de relagdo, com estratégia sistemdtica”, o que
¢ bastante importante, tendo em vista que a sistematizagdo foi
um dos pilares adotados durante as intervengdes. No pré-teste,
apenas 7,69% das respostas estavam nessa categoria, todas no
problema de permutagao, tanto com nimero menor como maior
de possibilidades. Ja no pds-teste, em todos os problemas houve
respostas nessa categoria, todas com percentual maior que 15%.

E possivel perceber também, no pos-teste, que nio
ha percentual de respostas na categoria “Apenas resposta
correta”, o que leva a percepc¢do de que aqueles alunos que
esgotaram as possibilidades e chegaram a resposta correta, o
fizeram com explicitagcdo da estratégia. No pré-teste, apenas
15,38% das respostas classificava-se nessa categoria (Resposta
correta com explicitagdo de estratégia), todas no problema
do tipo combinagdo com respostas que levavam a um numero
menor de possibilidades. J4 no pods-teste, pode-se perceber
que em todos os tipos de problemas, exceto permutagdo com
respostas que levavam a um niimero maior de possibilidades,

esses problemas entendidos como os que exigem uma maior
elaboragdo, tendo em vista a quantidade de possibilidades a
serem esgotadas. Ainda assim, os resultados encontrados sdo
relevantes e indicam que os pilares que foram trabalhados
nas intervengdes sao um caminho valido para o ensino de
combinatéria e foram assimilados pelos alunos pesquisados,
que passaram, de modo geral, a utilizar estratégias validas de
resolugdo para solucionar os problemas combinatorios.

No que se refere as estratégias de resolugao utilizadas pelos
alunos, seguem as Tabelas 4 e 5, que sistematizam, por tipo de
problema e por grandeza numérica, as estratégias apresentadas
pelos alunos no pré-teste e pos-teste, respectivamente. Ao
analisar a grandeza numérica, tém-se o intuito de verificar as
possiveis influéncias causadas, a depender do nimero menor
ou maior de possibilidades das respostas, nas estratégias
apresentadas, ou seja, quando subdivide-se a analise entre
nimeros com grandeza numérica menor e maior, pode-se
observar quais estratégias sdo utilizadas de acordo com o
numero de possibilidades a serem listadas. Por exemplo,
¢ perceptivel que a generalizagdo (busca da regularidade)
apenas foi utilizada nos problemas que levavam a respostas
com um nimero maior de possibilidades, porque a quantidade
de elementos exigiu do aluno essa estratégia de resolugo.

Tabela 4: Percentual de tipo de estratégia apresentada pelos
alunos no pré-teste.

Nao explicitou

ha Respostas corretas com explicitagdo de estratégia, sendo, estratégia Desenho  Listagem
amdal, 95 maiores percentuais e’ncontrados nczis probl.e:?; c(llue e NP 7692 7.69 15.38
envolviam respostas com um numero menor de possibilidades NG 69.23 30.76
(NP).
, , . . @ NP 69,23 30,76
E compreensivel a necessidade de um trabalho mais s Ar
. . . . . . g NG 38,46 61,53
sistematico (mais do que duas intervengdes) com a combinatoria = NP 384 615
para que alunos do 5° ano passem a aperfeicoar o entendimento, E Comb ’ ’
.- . ~ NG 76,92 23,07
passando a utilizar os procedimentos de resolugdo e esgotando
as possibilidades também com problemas que levam a Perm NP 53,84 15,38 30,76
respostas com um numero maior de possibilidades, sendo NG 38,46 61,53
Tabela 5: Percentual de tipo de estratégia apresentada pelos alunos no pos-teste.
P =
Nao explicitou Quadro / . Multiplica-cao Multiplica-cao ereepeao
estratégia Diagrama Listagem inadequada adequada ou busca de
g g 1 1 regularidade
NP 7,69 92,30
PC
NG 15,38 61,53 7,69 15,38
@ NP 15,38 7,69 76,92
g Ar
5 NG 84,61 7,69 7,69
S NP 7,69 84,61 7,69
& Comb
NG 7,69 76,92 7,69 7,69
NP 7,69 92,30
Perm
NG 7,69 92,30

A partir da comparacao entre as Tabelas 4 e 5, acima, que
sistematizam as estratégias apresentadas pelos alunos, no

pré-teste e no pos-teste, pode-se perceber que anteriormente
as intervengoes, eles, em sua maioria, ndo explicitavam a
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estratégia utilizada para resolver o problema proposto. Tal
dado, como citado anteriormente, pode estar ligado a realidade
de muitas praticas escolares nas quais o professor foca na
resposta, sem analisar os procedimentos de resolugdo dos
alunos. Assim, os alunos passam, também, a considerar como
importante apenas o algoritmo que representa a resposta.

Nesse contexto, nas intervengdes foi possivel perceber
que parte dos alunos, durante a resolucdo individual dos
problemas, fazia seus procedimentos de resolucao em folhas
a parte, ou mesmo no teste entregue, e depois apagava,
colocando no local apenas a resposta. Quando a situagdo
era percebida, havia intervencdo e explicacdo de que os
procedimentos de resolugdo eram tdo importantes quanto
a resposta propriamente dita, além de ser solicitado que
os alunos ndo apagassem os mesmos. Acredita-se que tal
interven¢do tenha influenciado a percepg¢do dos alunos no
que se refere a importancia da explicitacdo das estratégias de
resolucdo, fazendo com que eles, no pds-teste, passassem a,
além de utiliza-las com mais frequéncia, deixa-las no papel ao
invés de apagar.

No que se refere as estratégias explicitadas no pré-teste,
¢é possivel perceber um percentual de respostas estabelecidas
através de um Desenho (7,69% no problema de produto
cartesiano com nimero menor de possibilidades e 15,38%
no problema de combinagdo também com nimero menor
de possibilidades) e um maior percentual de respostas
solucionadas através da listagem das possibilidades, havendo
a utilizag@o de tal estratégia durante a resolugdo de todos os
tipos de problemas combinatorios, ainda que no pré-teste.

Tal resultado ratifica a escolha inicial de adotar, durante as
intervengoes, a resolucdo dos problemas através da listagem
de possibilidades, tendo em vista que em estudos anteriores
esse era o procedimento mais utilizado pelos alunos, o que
se acredita tornaria o entendimento mais facil, uma vez que a
estratégia utilizada ja fazia parte do universo dos alunos.

E importante ressaltar que no pos-teste surgiram outras
estratégias, tais como “Quadro/Diagrama”, “Multiplica¢ao
inadequada”, “Multiplica¢do adequada” e “Percep¢do ou
busca de regularidade”, o que demonstra que os alunos, além
de utilizar a estratégia trabalhada durante as intervengdes,
comegaram a fazer uso de outras estratégias para resolver os
problemas, inclusive com percepgdo de regularidades. Essa
diversificacdo de estratégias diferentes da que foi utilizada
durante as intervencdes demonstra que os alunos passaram
a compreender os problemas e ndo simplesmente passaram
a usar um método ensinado, o que ¢ bastante positivo, pois
a inten¢do ndo era a de ensina-los a fazer uso de uma tnica
estratégia, mas facilitar a compreensao para que eles pudessem
generalizar o que aprenderam.

Comrelacdo a generalizagdo (percepgao de regularidades),
destaca-se que os alunos que anteriormente as intervengdes
ndo apresentaram nenhuma resposta nesta categoria,
demonstraram, no pos-teste, a utilizagdo desta estratégia em
problemas tais como produto cartesiano, arranjo € combinagao,
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todos com um numero maior de possibilidades. E importante
visualizar a utilizacdo da generalizagdo em problemas nos
quais tal procedimento se faz mais necessario, tendo em vista
a quantidade maior de possibilidades a ser listada.

Desse modo, conforme discutido no decorrer de todo o
estudo, analisando a quantidade de acertos totais, os avangos
nos tipos de respostas e estratégias utilizadas, se comparados o
pré-teste e o pos-teste dos alunos pesquisados, percebe-se que
os resultados foram bastante satisfatorios. Os alunos de modo
geral demonstraram em seus procedimentos de resolucdo que
compreenderam os pilares que foram trabalhados em sala de
aula, mostrando-se capazes de resolver problemas e, de certa
forma, generalizar seus procedimentos. Além disso, mesmo
aqueles que ndo chegaram ao esgotamento das possibilidades,
demonstraram importantes avangos no que se refere a
compreensdo dos problemas combinatérios, avancando
no entendimento acerca da importancia da explicitagdo da
estratégia utilizada, da compreensdo dos invariantes e da
decorrente singularidade de cada um dos significados da
combinatoria.

4 Conclusao

Os resultados acima discutidos permitem perceber que os
alunos, de modo geral, demonstraram em seus procedimentos
de resolucdo que compreenderam os pilares que foram
trabalhados. Foi grande a quantidade de alunos que apresentou
avancos no desempenho no que se refere a quantidade de
acertos e, principalmente, no avango referente a qualidade
dos procedimentos de resolucdo utilizados por elas apos as
intervengoes.

Além disso, destaca-se que mesmo aqueles alunos que
ndo esgotaram todas as possibilidades em suas resolugdes,
ndo apresentando as respostas totalmente corretas quando
se analisa em termos quantitativos, avangaram em termos
da melhora na qualidade das estratégias, por exemplo, da
listagem de uma possibilidade apenas para a percepcao de
outras possiveis para responder ao problema, ainda que
sem a finalizagdo correta, o que demonstra que passaram a
compreender de forma mais adequada a Combinatoria.

Estudos como o atual sdo importantes porque destacam a
necessidade de que um ensino sistematico com a combinatoria
seja inserido nos anos iniciais, sendo os alunos de tais anos
escolares capazes de, além de criar estratégias proprias
de resolucdo, compreender os invariantes de problemas
combinatdrios, sistematizar seus procedimentos e, em parte,
generalizar 0s mesmos.

Tais resultados ratificam a hipotese inicial de que ¢
preciso um trabalho sistematico, com énfase nos invariantes,
estando aqui inclusas as diferengas e semelhangas entre cada
um dos problemas combinatérios, nas possiveis estratégias
que podem vir a facilitar as resolugdes e na generalizagdo
para que os alunos obtenham maior compreensao acerca da
combinatoria.
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