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Resumo

O presente escrito aborda elementos de ordem teodrico-conceitual, caracteristicos de um design de investigagdo em Didatica da Matematica,
com o escopo de assinalar uma discussdo e a possibilidade do ganho de conhecimentos didatico-metodologicos acerca da Teoria do Residuo.
Dessa forma, tendo em vista extensa literatura, com influéncia da vertente de pesquisa francesa, descrevem-se com maior énfase, as etapas de
analise preliminar, analise a priori de uma Engenharia Didatica - ED, com atengao especial dedicada a concepcao ¢ a modelizagdo de duas
situagdes-problema. Por intermédio de uma perspectiva afetada pela Teoria das Situa¢des Didaticas — TSD, o trabalho aborda quatro etapas
dialéticas, relativas ao planejamento tedrico de uma experimentagdo, que promovem um debate cientifico envolvendo professor, alunos e um
saber matematico especifico, significado e mobilizado por intermédio da visualizagdo (com o uso da tecnologia), e do entendimento tacito
preliminar de determinadas propriedades fundamentais na Teoria dos Residuos. Outrossim, o trabalho acentua o carater epistemologicamente
intrincado da referida teoria matematica, fato que justifica um olhar pormenorizado e cientificizado, proporcionado por uma proposta de ED.

Palavras-chave: Engenharia Didatica. Teoria do Residuo. Analises Preliminares.

Abstract

This writing deals with conceptual and theorical order elements, characteristic of a particular design of research in the Didactics of
Mathematics, varygin between offering a discussion and the possibility of a gain of didactical and methodological knowledge of the Residue
Theory. Thus, aiming at extensive literature, with the French research, the preliminary stages nominated preliminary and a priori analysis
of a Didactical Engineering — DE are described with a greater emphasis, with especial attention dedicated to the design and modeling of
two didactic situations. Thus through a perspective affected by the Theory of Didactic Situations — TDS, the present work addresses four
dialectical steps, regarding the theorical planning related to experimentation, with the goal to promote a scientific debate involving the
teacher, students and a specific mathematical knowledge, signified and mobilized through the visualization (with the using of technology) and
a tacit understanding of certain fundamental properties in the Residue Theory. Furthermore, the work emphasizes the mathematical character
of a epistemological complex theory, which justifies a careful and scientific look provided by the present ED proposal.

Keywords: Didactic Engineering. Theory of Residue. Preliminary Analysis.

1 Introducio Isso posto, manifesta-se o interesse por um topico

.1 o . especifico no ambito da Analise Complexa (AC ue
Ha décadas depara-se no locus académico uma profusao P P ( )j q
. promove o contato dos alunos com uma profusdo de

de trabalhos que assinalam os entraves que os alunos . .. L. . .
.. propriedades revisitadas no interior da teoria das fungdes na
enfrentam em um contexto de transicdo da Escola para o ., . ~
variavel complexa. Por outro lado, tendo em vista a opgao por

uma perspectiva sistematica de preparacao, de concepgao, de
planejamento, de modelizagao e, possivelmente, a execugao e/
ou replicacdo de sequéncias estruturadas de ensino, indicam-

universo académico. Nessa frente de investigacdo, desde a
década de 1980, aprecia-se o relato de especialistas ratificando
a relevancia de uma vigilancia constante, que recai sobre o

processo de transi¢do envolvendo esses dois locus. Por outro
lado, quando se restringe o olhar aos estudos compulsorios
proporcionados pela academia e, de modo especifico, de
conhecimentos cientificos matematicos, sem se ater a uma
analise pormenorizada, pode-se depreender que os entraves
e obstaculos continuam e, em certos casos, sdo agravados e
radicalizados, tendo em vista as mudangas impostas pelo
ritual cientifico indefectivel da pesquisa em Matematica que
afeta, de modo inexoravel, a atividade de ensino e relagdes
entre estudantes — professor.
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se os elementos de uma Engenharia Didatica Classica (ED),
com énfase maior em suas duas etapas iniciais, nominadas
por analises preliminares e analise a priori. Ademais, nestas
analises, no que concerne as etapas da mediagao pretendida,
os pressupostos da Teoria das Situagdes
Didaticas (TSD), tendo em vista a descri¢do dos elementos
de uma eventual situacdo didatico-metodologica, que envolve
o processo da obtengdo de determinadas integrais na variavel

assumem-se

complexa, com origem no emprego de um importante teorema
nominado por Teorema do Residuo, e que representa em certa
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medida, a evolucdo e a generalizagdo do modelo especifico
do Calculo na variavel complexa ou Analise Complexa (AC).
Desse modo, na proxima secdo sdo assinalados os
aspectos essenciais da (ED) e da (TSD), que devem autorizar
o desenvolvimento ¢ a descri¢do de determinados momentos
dialéticos para o ensino desse tema no contexto académico.

2 Desenvolvimento

Com origem no pensamento expresso na se¢do anterior,
busca-se delimitar uma perspectiva sistematica de um método,
visando objetivar um viés de cientificidade e eliminagdo
ou, pelo menos, de redugdo de elementos subjetivos e que
concorrem para proporcionar ao leitor uma compreensao
sistematica da presente proposta que, em maior ou em menor
esséncia, permite impactar as relagdes derivadas do trindmio
classico professor — estudante — saber matematico. Dessa
forma, se mostra necessario a identificacdo dos pressupostos
teodricos, que permitem uma perspectiva de complementaridade
teorica entre a (ED) e a (TSD), assumindo uma tradigdo que
se consolidou neste pais, apos décadas de repercussdao da
corrente francesa da Didatica da Matematica (Didactique des
Mathématiques).

2.1 Metodologia

Como indicado na segdo precedente, no presente
trabalho, adota-se uma perspectiva tedrica em carater de
complementaridade visando o uso da (TSD) e da (ED).
Assim, diante das fases classicas de (ED) indicadas por:
analise preliminar, analise a priori, experimentago, analise a
posteriori ¢ validacdo da pesquisa. Outrossim, tendo em vista
os pressupostos visando a mediagdo do saber matematico,
objetivam-se as fases dialéticas de agdo, de formulacdo, de
validacdo e de institucionalizac¢do, previstas por Brousseau
(1986). O objeto matematico adotado se constitui no interior
da teoria das funcdes da varidvel complexa e, na secdo
seguinte sdo indicados alguns elementos importantes para a
sua discussdo e reproducdo no ensino académico, objetivando
uma transposi¢do didatica (CHEVALLARD, 1991) sobre o

teorema do Residuo.

2.2 Discussao

Nas secdes vindouras sao indicados alguns elementos da
(ED) e da (TSD) empregados visando exploragdo e mediagao
sistematica para o ensino do teorema do Residuo. O entorno
historico, matematico e epistemologico do referido teorema
sera indicado na fase de analise preliminar. Em seguida, ainda
nas analises preliminares, ¢ abordada a descrigdo de situagdes
didaticas, com o auxilio do software GeoGebra, com énfase
declarada pela visualizagao e percep¢ao visual de propriedades
e de elementos importantes para o desenvolvimento da
heuristica resolutiva em cada situagao didatica. Dessa forma,
declara-se que, nas sec¢des vindouras, certos elementos se
enquadram no processo de Transicdo Complexa do Calculo

(TCC) que, de modo prosaico, envolve a transicao dos estudos
académicos, desde o primeiro contato dos estudantes com a
teoria das fungdes em uma variavel real, passando pela teoria
das fungdes em varias variaveis, até findar o estudo na variavel
complexa.

2.2.1 Sobre a Engenharia Didatica (ED) e a Teoria das
Situacdes Didaticas (TSD)

O design de investigagdo que permite, dentre outros
aspectos, a obtencdo de
aperfeicoamento do ensino e da aprendizagem de determinado
contetido ou objeto matematico, adquiriu destaque em

dados cientificos visando o

meados dos anos de 1980 e com um distinguido periodo de

efervescéncia entre as décadas de 1980 e 1990. Segundo

Almouloud; Silva (2012, p.26) explicam que:
[...] anogdo de Engenharia Didatica (classica ou de primeira
geragdo) emergiu na didatica da matematica no inicio dos
anos 1980. Primeiramente em 1982 por Yves Chevallard e
Guy Brousseau, depois, em 1989, por Mich¢le Artigue. Ela
foi apresentada como uma metodologia de pesquisa suscetivel
de fazer aparecer fenomenos didaticos em condi¢cdes mais
proximas possiveis do funcionamento de uma sala de aula
classica.

Com o intento de uma correta compreensio ¢ demarca¢ao
do campo epistémico de interesse, cabe o entendimento
de que determinada metodologia de pesquisa, empregada
no Brasil e também no Exterior (ARTIGUE, 2009; 2012,
2013; ARSLAN, 2005; BRUM; SCHUHMACHER, 2013;
BRIDOUX, 2012; GHEDAMSI, 2009; WINSLOW, 2003)
em varios trabalhos, nos variados niveis de ensino, adquiriu
o status de teoria no ambito da Didatica da Matematica,
pertencente a corrente francesa, que representou a
mobilizagdo de uma pléiade de estudiosos interessados no
aperfeicoamento dos conhecimentos didaticos sobre o saber
matematico, culminando com “trabalhos cumulativos na area”
(MARGOLINAS, 1999, p. 10).

Nesse sentido, cabe observar que “a didatica ndo consiste
em fornecer um modelo para o ensino, mas produzir um
campo de conhecimentos ¢ de questdes que permitem colocar
em prova qualquer situa¢@o de ensino e que permita corrigi-
la e melhora-la [...]” (BROUSSEAU, 1988, p. 16). Com
arrimo nas reflexdes de Brousseau, constatam-se alguns dos
interesses da Didatica da Matematica. Por outro lado, se vé
que, em seu estagio embrionario, a mobilizacdo cientifica de
estudiosos comegou ainda nos anos 1960, “diante de uma
crise social muito forte em torno da Matematica” (DOUADY,
1995, p.3), ainda com forte influéncia do estilo Bourbaki.

Pode-se depreender que a Didatica da Matematica (DM)
possui um terreno epist€émico intimamente condicionado
pelo saber matematico. E, por intermédio de um movimento
dialético, caracteristico de sua evolugdo e sistematizagdo,
divisa-se um corpus teérico que parte da Matematica, adquire
uma robustez cientifica e tem capacidade de voltar a se
aderir, mais uma vez, a Matematica e, todavia, “ndo garante
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uma perspectiva similar aplicacionista em outros campos
de saberes cientificos” (MARGOLINAS, 2004, p. 4). Com
efeito, “a Didatica da Matematica se insere num quadro das
ciéncias cognitivas como as ciéncias de condigdes especificas
na difusdo dos conhecimentos matematicos utilizados no
funcionamento das instituigdes humanas” (BROUSSEAU,
1994, p.53).

Pode-se vislumbrar a relevancia dessa perspectiva sui
generis de analise e investigacdo dos problemas envolvendo o
bindmio ensino-aprendizagem, quando se observa Brousseau
(1989, p. 14) ao mencionar que: “o matematico ndo comunica
seus resultados sob a forma que ele os encontra; ele os organiza,
ele os fornece uma forma mais geral possivel, ele desenvolve
uma ‘didatica pratica’ que consiste em colocar o saber sobre
forma comunicavel, descontextualizada, despersonalizada e
destemporalizada”. Entretanto, no ambito do ensino, depara-
se com um carater antagonista (MARGOLINAS, 1995, p.
343) ao fato indicado no excerto anterior. Com efeito, na
frente do ensino, registra-se um trabalho no sentido inverso,
posto que o professor devera recontextualizar e repersonalizar
o saber cientifico, isto €, realizar uma transposi¢do didatica
(CHEVALLARD, 1991).

Artigue (1990)
preocupacdes epistemologicas conduzidas e apreciadas por
varios especialistas, que culminaram por influenciar uma

coloca também em destaque as

sistematica de investigacdo, tendo como foco a experimentagdo
de mediagdes didaticas planejadas e sistematicamente
estruturadas.

Dessa forma, sob um apelo metaforico que acentua o
planejamento de um engenheiro, que busca planejar, descrever,
sistematizar e antever possiveis contratempos em um projeto
de engenharia, registra-se a evolucdo da Engenharia Didatica
(ED) (ARTIGUE, 2009; 2012. DOUADY, 1995) como
perspectiva que permite a descrigdo de um percurso e atuagao
bem mais globalizante, tendo em vista que o olhar fundamental
da (TSD) se mostra direcionado aos fendmenos diretamente
ou indiretamente extraidos da sala de aula, das relagdes entre
sujeitos, professor e saber ou, melhor dizendo, sobre um
“conjunto de situa¢des de ensino primario” (BLOCH, 2006,
p-17). Douady (2008, p.2) proporciona um esclarecimento
das caracteristicas mais abrangentes da ED, quando acentua
que “a Engenharia Didatica, vista como metodologia de
pesquisa, ¢ caracterizada, em primeiro lugar, por um esquema
experimental com base em realizacdes didaticas em sala de
aula, isto €, a construgdo, realizac¢do, observagao ¢ analise de
sessoes de ensino”.

Isso posto se tems capacidade de determinar o papel da
ED, como aporte metodoldogico de investigagao e a TSD como
teoria fundante na estruturagdo, na concep¢ao e planejamento
de uma mediacdo didatica intencional. Laborde (1997,
p.99), por exemplo, acentua que: “as duas primeiras teorias
desenvolvidas na Franca em Didatica da Matematica giraram
em torno do bindmio situag@o-sujeito”. A autora assinala que
seus fundamentos foram declarados nos trabalhos de Vegnaud
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(1981; 1990) e Brousseau (1986).

E, do ponto de vista da constitui¢do de uma érea cientifica
de investigag@o, envolvendo as teorias anteriores, bem como
outras vertentes de atuagdo, Laborde (1997, p.104) indica
trés grandes categorias de interesse no ambito dos estudos
produzidos na area, sobretudo, no final dos anos 1980 para o
inicio dos anos 1990, a saber: a dimensdo epistemologica, a
dimensao cognitiva e, finalmente, a dimensao didatica.

A primeira dimensdo adquire proeminéncia natural, tendo
em vista que, a vigilancia do professor-pesquisador no que
concerne aos conteudos matematicos de uma sequéncia de
ensino ¢ de que modo podera atuar/modificar/aperfeigoar
sua transmissdo. Os pressupostos de uma (ED) se mostram
intimamente vinculados com um quadro de referéncias
metodoldgicas e possibilitam o planejamento, a predicao/
descrigao, replicacdo e a modelizacdo tedrica de fenomenos
didaticos-metodologicos (ARTIGUE, 1984, p.6) visando a
experimentagao.

Nesse sentido, Artigue (1996, p.265) comenta que:

A Engenharia Didatica coloca problemas de natureza nova,

pois, de um lado, a realizagdo experimental supde, ela mesma,

uma espécie de transmissdo em direcdo aos aprendizes,
que devem ser os atores e, por outro lado, como quadro de
metodologias externas, ndo podemos importar facilmente

o ‘sentido’ de reprodugdo de outros campos cientificos
especificos.

As ponderagoes de Artigue se mostram alvissareiras,
posto que apontam um campo epistémico especifico em
foco, intimamente relacionado e condicionado por um
conhecimento matematico particular, objeto de interesse para
um determinado projeto de engenharia. Por outro lado, tendo
em vista as relagdes em torno do conhecimento matematico
se constata que “ao decurso das mudangas entre professor e
alunos, o projeto evolui, ao sabor da reagdo dos estudantes e
em fung¢do das escolhas do professor” (DOUADY, 2008, p.2).

Dessa forma, uma investigagdo afetada pelos pressupostos
da ED pode ser concebida como um “produto”, pois é “o
resultado de uma andlise a priori” e um “processo”, como
consequéncia de “uma adaptagdo pela colocagdo em uso do
produto relativamente as condi¢des dindmicas da classe”
(DOUADY, 2008, p.2). Como mencionado hé pouco, a etapa
de andlise a priori constitui uma das etapas sistematicas da
ED. E, de modo prosaico, na literatura cientifica se identificam
todas as suas etapas: analises preliminares; analise a priori;
concepcao e estruturacdo das situagdes, experimentacio;
analise a posteriori e validagdo. Laborde (1997, p.103)
imprime ainda outra interpretacdo das mesmas, na medida
em que discute as etapas de concepgdo, de realizacdo, de
observacdo e de analise de uma sequéncia de ensino.

2.2.2 Transicio Complexa do Calculo (TCC): o caso da
Teoria do Residuo

Na presente se¢@o assinala-se a dimensao epistemologica
de interesse, como assim prevé Laborde (1997). Desse
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modo, sdo expostos alguns trabalhos (ALVES, 2015; 2014a;
2014b; 2014c; CONWAY, 1978; DANENHOWER, 2000;
HARDING; ENGELBRECHT, 2009; TIROSH; ALMOG,
1989; TOMASIUNAS, 2012; WEGERT, 2012), que asseveram
que as exigéncias impostas aos estudantes, tendo em vista a
mudanca da variavel real para a variavel complexa, isto ¢, a
transigdo indicada por X =X +10 = z = Xx+iy proporciona
uma série de mudangas, novas demandas de habilidades,
exige a readaptagdo de antigas concepgdes, caracteristicas
intrinsecas do trato com os objetos conceituais caracteristicos
do Calculo, tanto em uma variavel real ou Analise Real
(WINSLOW, 2006), bem como os objetos do Calculo em
Varias Variaveis — CVV (ALVES, 2011; ALVES; BORGES
NETO; ALVES DIAS, 2012; ALVES; BORGES NETO,
2011). Por outro lado, o percurso de mudanga notacional
determina, também, uma mudanga dimensional e topoldgica.
Com efeito, no caso do CUV, lida-se com o espago vetorial
IR e, logo apos, os estudantes mantém contato com fungdes
do tipo z=f(x,)) ou w= f(X,,2), que possuem seus
graficos, respectivamente, nos espagos IR° e IR*. No
entanto, nas etapas académicas subsequentes, os estudantes
lidam com fungdes do tipo f(z)=u(z)+i- v(z) . O
problema, nesse Gltimo caso, reside no 4 de qf¢ ;‘(;)n grafico
de uma fun¢do na variavel complexa serd descrito no espaco
IR ¢ que se mostra imperceptivel aos orgdos sensorios, a
menos que sejam explorados os recursos computacionais,
como assim recomenda Needham (2000) (Figura 1).

Figura 1 - Needham comenta o uso de computadores com o

escopo de expandir o entendimento acerca de determinadas
propriedades

Fonte: Needham (2000)

Ora, o problema anterior constitui apenas a “ponta do
iceberg” no contexto da Transi¢do Complexa do Calculo —
TCC, uma vez que outros entraves sdo relatados em varios
escritos académicos (BRADEN, 1985; DANENHOWER,
2000; GLUCHOFF, 1993; HANSON; SHA, 1998; HARDING;
ENGELBRECHT, 2009; PEREZ, 2012; SANTOS, 1998;
WEGERT; SEMMLER, 2011).

De modo especifico, o assunto matematico, relativamente
ao qual se apresenta a presente proposta de ED se refere ao
Teorema dos Residuos que, na verdade, representa “uma
generalizagdo do teorema de Cauchy” (FERNANDEZ;
BERNARDES JUNIOR, 2008, p.164). Nesse sentido, autores
comentam que o teorema de Cauchy diz respeito a ideia de
que “uma integral de uma fungdo analitica f definida em um
aberto A sobre um ciclo suave por partes & homologo a zero

5

em A ¢ sempre nula” (ibid, 2008, p. 165). O diferencial, ou
melhor dizendo, a generalizagdo da ideia anterior reside no
fato de que podem existir pontos isolados no conjunto aberto
A, nos quais a fung¢@o ndo ¢ analitica ou possui polos (LINS
NETO, 1996).

Formalmente, os compéndios especializados costumam
escrever [ f(2)dz =) n(0,z)-Res(f,z) (%), em que
o simbolarao lado direito envolve a soma feita sobre todas
as singularidades isoladas de f e o nimero Res(f,z) é o
residuo de f em z (FERNANDEZ; BERNARDES JUNIOR,
2008, p. 165). A vantagem conceitual do emprego da ultima
formulagdo ¢é explicado por Shokranian (2011, p.255), ao
mencionar:

O Teorema do Residuo é um meio de relacionar a expansio

de Laurent de uma fun¢do meromorfica com a sua integral

sobre o contorno envolvendo a singularidade isolada. E claro
que se pode calcular o residuo de uma fung@o num ponto de

singularidade isolada utilizando a expansdo de Laurent, mas
isso nem sempre ¢ um caminho pratico para esse calculo.

Ora, a elegante retérica do excerto anterior devido a
Shokranian pode parecer evidente para o expert, entretanto,
nao se pode esperar uma mesma compreensdao imediata por
parte do aprendiz, relativamente as simbologias cifradas que
foram indicadas ha pouco em (*). Para concluir a presente
secdo, assinala-se a adverténcia de Fiske (1906, jp 34), ao
estabelecer a defini¢do da integral de uma func¢do Y ao longo
de um caminho L , que se faz presente na integral indicada em
(*). Ele comenta que:

O limite, cuja existéncia do limite foi demonstrada, ¢ chamada

de integral de f(z) ao longo do caminho L e serd escrita

por [ £(z)dz- A definigdo aqui fornece um significado
semglhante ao caso da integral de uma funcdo na

variavel real. Nela, ¢ desnecessario especificar o

caminho de integragdo quando a variavel independente

¢ restrita aos valores reais, desde que, nesse caso,
lidamos com uma por¢ao do eixo real incluido nos
limites do intervalo de integragao.

Com origem nas adverténcias de Fisk, identifica-se o
sebguinte processo de transi¢do, simbolicamente indicado por
J fx)dx = j f(2)dz que pode proporcionar obstaculos
a0 entendimento’ (NEEDHAM, 2000). Assim, a partir da
apreciagdo das consideragdes abordadas nos paragrafos
anteriores, depara-se com uma problematica global ou local,
que pode incidir negativamente nas relagdes estabelecidas
entre ensino e aprendizagem. Dessa forma, relata-se o
seguinte questionamento:

(i) De que modo a exploragdo da tecnologia pode evitar ou, pelo
menos, suavizar/evitar um trato eminentemente analitico e
formal em (AC)?

(ii) Que elementos precisam ser identificados em uma situacéo-
problema de modo que se possa proporcionar aos estudantes
elementos facilitadores do entendimento no contexto da
Transi¢ao Complexa do Calculo (TCC)?

Nao se considerara aqui os efeitos institucionais
da passagem do ensino escolar para o académico que,

segundo Artigue (2003), Bloch (2006) e Tall (1991) sao
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demasiadamente brutais. Doravante, cabe assinalar que os
valores, objetivos e hipoteses de trabalho a serem declarados
permanecem condicionados a partir dos questionamentos
anteriores, os quais sdo perquiridos responder, pelo menos
parcialmente, tendo em vista que ndo se apresentardo
dados empiricos no presente trabalho. Sem mais delongas,
indica-se o seguinte objetivo: descrever situagdes didaticas
estruturadas com o tema Teoria do Residuo, assumindo os
momentos dialéticos de agdo, de formulagao, de validacado, de
institucionalizagdo (segundo a TSD) e sua descri¢ao nas fases
iniciais (analise preliminar e analise a priori) de uma ED de 1*
geragdo (ALMOULOUD; SILVA, 2012).

A relevancia do objetivo anterior se justifica, também,
diante da escassez de trabalhos devotados aos temas para o
ensino de (AC). Logo em seguida se apresenta a primeira
etapa desta (ED).

2.2.3 Analises preliminares

De modo sistematico, conforme Artigue (1995a, p. 249-
250), nesta etapa se considera: uma analise epistemoldgica
dos conteudos visados no ensino (indicado na secdo
anterior); analise dos entraves no campo de ensino em que se
pretende realizar uma agdo didatica; exame das concepgoes e
conhecimentos prévios dos alunos e, por fim, analise do ensino
atual (inspeg@o dos compéndios especializados) e seus efeitos.
Por fim, todos os elementos anteriores levam em consideracao
os objetivos desta investigacdo que sdo indicados na segao
precedente.

Almouloud (2007) aponta, de modo mais pragmatico, as
seguintes etapas: (i) estudo da organizagdo matematica; (ii)
analise didatica do objeto matematico. De modo especifico,
concernente ao item (i), se pode ater: estudo da génese historica
envolvendo certas nog¢des em (AC); sua funcionalidade
atual na Matematica (limitagdes para o uso didatico e
metodologico); obstaculos relativos aos conceitos no ambito
da (TCC) (conceitos reconhecidamente complexos vinculados
a Teoria dos Residuos); a estrutura atual do ensino de (AC) e
seus efeitos. Relativo ao item (ii) se aponta a relevancia da
analise de livros didaticos. Uma analise de livros de Analise
Complexa deve contemplar: o papel da historia da (AC); os
obstaculos epistemologicos e metodologicos identificaveis
na abordagem dos autores (NEEDHAM, 2000); antever
as possiveis concepgdes dos alunos (dimensdo cognitiva)
oriundas a partir da abordagem proposta.

Nao se desenvolvera um expediente aprofundado de
inspecdo de livros especificos (CECILIA; BERNARDEZ,
2008; CONWAY, 1978; FLANIGAN, 1972; GONG, 2001;
KRANTZ, 1990; POLYA; LATTA, 1974; RUDIN, 1986;
WEGERT, 2012), que abordam o assunto de interesse.
Todavia, acentuam-se os pressupostos da obra intitulada
Visual ComplexAnalysis, que explora os aspectos grafico-
geométricos envolvidos para o ensino de AC (NEEDHAM,
2000) e que se acredita permitir uma mobiliza¢ao adequada
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das concepgdes dos aprendizes (ARTIGUE, 1990).
que Almouloud (2007)
menciona que os dados coligidos a partir das duas etapas de

Para concluir, recorda-se
analises (i) e ii) anteriores auxiliam na defini¢do das questdes
de pesquisa e da formulagdo das hipdteses. Assim, diante
dos questionamentos anteriores € do objetivo sdo elencadas
as seguintes hipoteses de trabalho: (a) a visualizagdo pode
proporcionar alternativas para a abordagem e o ensino de
certos assuntos em (AC) e evitar um trato eminentemente
analitico e bastante procedural dos conceitos relacionados
com o processo de integracdo; (b) a tecnologia proporciona o
entendimento das relagdes envolvendo a transi¢do do Calculo
da Variavel Real para a Variavel Complexa, com o amparo na
visualiza¢@o e mobilizagdo tacita de saberes.

2.2.4 Analises a priori

De modo standard, e como ja mencionado nas secdes
anteriores, o componente do estudo epistemoldgico
desempenha papel visceral logo nas etapas iniciais de uma
incursdo investigativa com amparo na ED. Salienta-se que
a ED ¢ uma metodologia de pesquisa, sendo assim se torna
indispensavel o uso de teorias que servem para fundamentar
a investigagdo e para a leitura/interpretacdo dos dados
possivelmente produzidos pelos estudantes.

Ademais, na analise a priori, tem-se o interesse em
determinar o controle do “comportamento dos alunos e seu
sentido” (ARTIGUE, 1995). Vale recordar que Artigue (2008)
descreve as mudancgas atuais ¢ a evolucdo da (ED). Dessa
forma, a autora evidencia a contribui¢do e a influéncia de
outras teorias empregadas de modo conjunto com a (ED) e,
em neste caso, a (TSD), o que permitira um design didatico
privilegiado de apreciag@o objetivando o ensino.

2.2.5 Escolha dos problemas e variaveis didaticas

Nao foram escolhidas situacdes que autorizam uma
acdo bastante autonoma do estudante, como assim observa
Margolinas (1995). Dessa forma, no bojo das variaveis micro-
didaticas (relacionadas com a organizacdo local da ED),
leva-se em consideragdo apenas aquelas condicionadas por
uma situag@o didatica, em contraposi¢do a noc¢ao de situagao
a-didatica (BROUSSEAU, 1986). Desse modo, no rol dos
elementos cognitivos esperados dos estudantes, indica-se
como pré-requisitos seus conhecimentos e, naturalmente, as
concepgoes obtidas pelo contato institucional formal com as
teorias matematicas anteriores (Calculo em uma e em varias
varidveis). No proximo segmento, o dominio de razoédvel
sintaxe para o uso do software GeoGebra e do software de
computagdo algébrica Maple constitui também parte de
variaveis didaticas.

2.2.6 Concepcao das situagoes

Assume-se posi¢do concorde com Brousseau (1989,
p-15), quando acentua que “a aprendizagem ¢ uma
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modificacdo do conhecimento e que o proprio aluno deve
produzi-lo e que o professor deve provocar e seguir um
certo raciocinio. Para fazer funcionar um conhecimento
apropriado dos alunos, o professor busca uma situagdo
apropriada”. Desse modo, tendo em vista responder
as questdes de investigacdo e validar ou refutar as
hipoteses anteriores, elabora-se analisa-se e se anteveem
determinados entraves atinentes a um conjunto de duas
situagdes problema e, desse modo, segue-se o itinerario
preceituado por Almouloud (2007).

Almouloud (2007) auxilia ao indicar elementos que ndo
podem se mostrar negligenciados e, assim, ao assumir uma
posi¢do concorde com Almouloud, sublinha-se: o problema
envolve varios dominios de conhecimentos (algebra,
geometria ¢ dominio numérico); os conhecimentos dos
alunos relativamente ao CUV e CVV devem funcionar
como pré-requisitos.

Situagdo-problema I: Decidir a convergéncia da
seguinte integral impropria ou generalizada J‘ sen(x)l,
com x € IR .

Comentarios: Na presente tarefa, os alunos precisam
investigar e decidir os limites da integral acima (que
intencionalmente indica-se por “?”), tendo em vista a
definicao de integral impropria ou generalizada, estudada
no contexto do (CUV). Ademais, devem identificar os
entraves, planejando como escopo a aplicagdo imediata
de técnicas de integragdo usuais na variavel real e, ndo
obstante, compreender a necessidade de introducdo da
variavel complexa.

Situagdo de acdo. Assume-se como pressuposto de que
“a constituicdo do sentido, tal como entendemos, implica
numa interacdo constante dos alunos com situagdes
problematicas, interacdes dialéticas (caso o sujeito
antecipe, finalize suas agdes) [...]” (BROUSSEAU, 1998,
p-117). Assim, de modo preliminar, os alunos manifestam
uma a¢do em situacdo, na condicdo em que a situacdo
problema manifeste um sentido e desperta o interesse dos
mesmos.

Diferentemente das habilidades previstas no CUV
e no CVV, o aluno deve escolher um caminho no plano
complexo, no sentido de integrar a fungao f(x):&(x)

, descrita na variavel real, relacioni-la ainda com odtra

funcao o(z) = sen(z) sen(x+1y)
x+1iy

indicada

=u(z)+iv(z)
na variavel compléxa.

Todavia, ndo poderdo escolher qualquer caminho no
plano complexo, posto que identificam uma singularidade
no ponto z=0+i0 (no caso da reta o caminho ¢ um
intervalo que possui o ponto x =0 ), entretanto, quando
se lidam com as fungdes u(X,y)+iv(X,y) conta-se com
sua visualizagdo na figura 2, no espago IR>

Figura 2 - Visualizagdo das partes real e imaginarias de uma
fungdo na variavel complexa com o CAS Maple e identificagdo
do ponto correspondente a singularidade

Fonte: Os autores.

Situacao de formulag@o. Do ponto de vista do tratamento
analitico dos registros, com auxilio do CAS Maple, pode-
seobter  que  y(x,y) = Re(g(x,y)) +iIm(g(x,y))-
Almouloud (2007, p. 38) esclarece que, neste momento,
a troca de informacdes e mensagens entre os aprendizes ¢
imprescindivel. Ademais, o resultado do debate, a dialética
“permite criar um modelo explicito que pode ser formulado

com sinais e regras comuns”. Nesse caso, deve-se encontrar
sen(x)cosh(y)x N (cos(x)smh( »)y)

Re(g(x’ Y)) - xz + y2

Im(g(x, y)) = cos(x)senh(y)x sen(x)cosh(y)y Aqui, de

2 x+y2

acordo com as discussdes na aula passada, um elemento

X+’ €

de transicdo a ser explorado diz respeito a identificacdo de
duas descontinuidades (dois “buracos”
relacionada com a parte real e a outra com a parte imaginaria,
no ponto (0,0,0)IR’. Os conhecimentos mobilizados aqui

na superficie), uma

dizem respeito ao (CVV) e sua interpretacdo metaforica
estimula em um entendimento auxiliar do estudante (ALVES,
2011, p. 243).

Tendo em vista que se lida com uma singularidade
removivel (LINS NETO, 1996, p. 246), tal dificuldade por
ser contornada Assim, deve-se considerar, pois, a funcdo

éne ,z#0,
ZEntao, a funcdo tem um polo simples na origem
COIIf“-I'eSI(il)JO igual a 1! Com efeito, sabe-se a seguinte descri¢io

-3

cuja parte imagindria no eixo real ¢

< 2! (SHOKRANIAN, 2011), portanto, tem-se
0 o n 2 3 4 5 n
z lz) Z 2 owiZ PP z—+
r — n! 1 2! 3! 4! 5! n!
s portanto vé-se ainda que
i © nl 1 Zl ZZ Z3 Zn—l
Zz" e e A N A
r z 2! 3! 41 n!

Desse modo por meio da inspe¢do da série formallde
poténcias anterior, pode-se identificar que a fragdo -0
ratifica .0 valor do residuo da fungdo, isto €, escreve-se
Re S(i’o)zl. Nesse caso, os conhecimentos anteriores
dos estfidantes devem conhecer que tal série converge, fato
que pode ser verificado analiticamente ¢ geometricamente

(ALVES, 2014d). (ver figura 3).
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Figura 3 - Visualizacdo da regido de integracdo no plano complexo e a interpretacdo geométrica e valor numérico da integral

representada com o software GeoGebra (ao lado direito).

(o] RESIDUO_MONIQUE_1.ggb o B
Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Entrar...
A//y;.@@&_\mac*jﬂv ?;
¥ Janela de Visualizacio 4 | = Janela de Visualizagao 2 X | Planilha Iy
CIE s e~ L e~ fIn I EEE =Y B
A | 8 [ c | o £
@-1 1 0 014-05i o
1 - 8 |2 | 1/023-04..09+0.05( |019-04.. 119+
=15 | 3 | 2 032-04i09+0.05 [027-04 155+
| 4| 3| 04-03500 + 0.050 | 036-032. 182+
2 | 5 | 4| 040-03109 +0.05( |044-03. 197+
|6 | 5/057-02. 00+ 0.050 | 053-02. 2-+C
| 7 | 6 066-02i09+0.05 [061-02. 195+ g
& | 7/074-01.09+0.05( | 07-017i 187+
Ponitos Moveis Z 3| 023-01i094+0.05( [079-0.1.. 178+
10 9091-00. 09+ 0.05( |087-00.. 169+
|11 | 10 1-0119+0.05( | 096-00.. | 161+
|12 |
1 05 25 3 —
13
| 14 |
-05 ?
‘ VETOR=1.11 4+ 1.62i 16 |
@u=03s (’3 4 =1 . v
Entrada i}

Fonte: Os autores.

Desse modo, por intermédio do caminho orientado abaixo,
o
dz
=0

, posto que o numero de voltas em torno” da” origem

no sentido anti-horario, depreende-se que J'

vale zero. Ademais, os alunos ctlevem compreender que
-re .
| =i e’”dt+f —dt+J i dr =
t

—R
Logo em segulda tefldo em vista que
173
e gr—— J' e ar. portanto,
substitfii-se " fa seguinte 1ntegral_|.f

.—'[’Ri:dt—'[:i-c“ ”"dt+£k%dz+j:;.c’“”"dt 0o '[Re?'d;—ljkidt

>

[ dre [ di=0
0 0
que

J’Re Ll J';i~e"””dt+.[0'i ™ dr=0. 2J Se"(t) t+j;i~e"’“"dt:J':Le""“”dt

Passamos, pois, a avaliar 0
comportamento do seguinte modulo
“ P dt‘ J‘ i dt‘ 7 o Rsen() gy 2-[4 —Runt:)dz<2j/e = dt—f(l e—R)'j;O
E concluindo o argumento anterior, vé-se ainda que

R sen(l) 4o Sen(t) i 1 ”1 et 11 edz &

j I 0*—'[ - dt:—j i-¢ df—— j. ->=
Rﬁmo 24 270 G0 Z 2

e, ﬁnalmente 1nfere -se | 2M - £.

Na Figura 3 sdo fornecidas a mterpreta(;ao geométrica e
o comportamento numérico de algumas integrais discutidas
nessa fase. Repare ao lado direito que o vetor na cor vermelha
deve indicar o valor da integral e, quando se localizam os
pontos moveis sobre o eixo das abcissas, o valor numérico
da integral
dados obtid

Com o arrimo da figura 4 (ao lado esquerdo), algumas

T ileiRe dﬂ tende a zero, em consonancia com 0s

0 ree , .
0s no quadro analitico no paragrafo anterior.

desigualdades empregadas podem ser interpretadas a partir
do quadro grafico- geométrico que foi exibido e envolve a
relagio J'/ *R“f"<‘>d¢<.|'/e = dt. A desigualdade M 2
, para o g<” pode ser compreendida e aceita pelo grupo

nao obstante, fa fase seguinte, o professor estimula um debate
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sobre a “certeza das asser¢cdes” (ALMOULOUD, 2007, p. 40).

Situacdo de validagdo. Assinala-se que nas argumentagdes
anteriores, uma série de ilagdes podem ser produzidas pelos
estudantes, com um carater local e provisorio. Alguns dos
argumentos empregados podem ser formalmente respondidos
pelo professor ou, de outra forma, o debate em sala de aula
pode continuar e o expert conduzi-los a um estdgio mais
elevado de compreensao das ideias envolvidas na fase anterior.

Na figura que segue, ao lado esquerdo, exibe-se uma
constru¢do com o software GeoGebra, que permite a
visualizagdo e a explorag@o, por parte do estudante, de
uma propriedade necessaria para um bom andamento dos

conhecimentosmobilizadosna preser(lte situa(;ﬁo didatica.Nesse
sen
,0<0<

caso, ao considerar a fung:a? sen 2. Analiticamente,

4- 003(0 —sen(d

se tera /'0)= . Por outro lado, deseja- se

mostrar que a fung:ao 1) ¢ decrescente no intervalo [0, ]

0
¢, nele se define /(0)=1im === Se"( )_1. No entanto, nas condicdes do
teorema do valor medlo, dado um 6fe (O,%), quando considera-

se a fungdo g:(0,6) > IR, com g(6) =sen(d), existe 7€ (0,0) tal

que sen(6) _ sen(0) — sen(0) — g'(7) = cos()-
1 R -0 cos()— sen(0)
Portanto, vé-se que Fo) = 79 cos(ﬁ)fcos(n)
_ 080 _cost) _ cos(0) —costn)  Dessa forma, pode-se “inferir
Z 19 12
que Sen(H) - sen(0) = 20 .
7Z'

No entanto, com arrimo da figura que segue, pode-se
depreender, rapidamente, a mesma propriedade, do ponto

de vista geométrico. Com efeito, ao lado esquerdo, vé-se

sen(H)

um trecho do grafico da fungao s = 0<t9£% e uma

2 .
reta y=-. A propriedade que se pode estlmular ao aluno
T . .
compreender diz respeito ao comportamento de decrescimento

no intervalo que se indica, isto ¢, deve ocorrer que f'(0)<0 e
sen(0) S 2
— Z

depreender/extrair a informagao .
s
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Figura 4 - Visualizacao de propriedades matem%tlcas que antecedem o uso formal de teoremas e a visualizagdo da regido de

integracio e os respectivos polos no espago IR
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Fonte: Os autores.

Almouloud (2007,
p-40) esclarece que “uma vez construido e validado, o novo

Situacdo de institucionalizagdo.
conhecimento vai fazer parte do patrimonio da classe embora
nao tenha ainda o estatuto de saber social”. Desse modo,
tendo em vista tornar oficial determinado saber e indicar a
relevancia de incorpora-lo ao patrimonio cultural da classe,
o seguinte teorema devera ser enunciado e, em adequagdo ao
publico de interesse (alunos de licenciatura ou bacharelado),
pode ser demonstrado.

Teorema: Tem-se que
'[ f(x)-e“dx= 271'12Res(f(z)e”Z ) em que
2132552350045 2 "Sio os polos de f no semi-plano

superior IH = { zel |Im(z) > 0} . Em particular,

se todos os coeficientes de f sdo numeros reais,

J. S(x)-cos(cx)dx = Re[ 2mzRes( f(z)e%,z )] e
I f(x)-sen(cx)dx =Tm[ 2mZRes( z)e’”‘_ )]- (LINS  NETO,

1996, p. 242 - 243).
Demonstracdo: Vé-se que a primeira formula conduz

entao

a verificacdo das duas ultimas, Deve-se  considerar a
o taz++a,z
f(@= —m, m>n+2
by +bz+- 2
, com denommador sem zerds reais. Ademais,
se ‘ZI‘LIE” f(Z)‘ =L,LelR, As51m, devem
. ) >
M >o0,r, >0 tais que: f(Z)k , sempre que |Z| 7.
Observe-se que, quando se conmdebz# f(x)-e Jx » Veja-se que

afungao f (X) naopossulpolosnoelxoreal Issoposto, veja- segue
[ reo-ea < [ oo [dx= [ 10 e L= L = [ 74

:M.[Mx’zdx :M[—l} =—M -(lim [l}— lim {7}) -0
. TxL wovn| x| | x

Isto ¢, a integral, sobre o eixo real,

comportamento de convergéncia. Dai,

[T reo-e=ax = tim [ f(x)-e“dx.
Toma-se 7> r,, e reparar que o disco A(0,7) contém

todos os polos possiveis de f . Em seguida, considere-

fungdo com

€screve-

existir

possui
pode-se escrever

se o caminho 7, =&, + . em que o (t)=t,—r<t<r

e B.(t)=r-e" =rcos(t)+i-rsen(t),t €[0, 7]
Pelo Teorema,  dos residuos, escreve-se:
If(z) e“dz = 27”2 Res( f(z)-e“,z,; ) , aonde

%\, 2552550452, 830 08 polos de f no semi-plano superior.

Por outro lado, desde que , =a, +B ..o =y +(-p.),
segue:

J: f(x) e dx = .[ f(z) .edz = If(z) e dz — J f(Z) ¢z

G 7r ﬂ'i .
lim [ f(2)-¢"dz=0
que rote ]

j f(2)-e“dz| <
B,

Agora, busca-se verificar

Todavia, observe-se que

icz icz icz

< [|r@-e“d| = [|f )|
B, B,
— M .

T2
”

dz‘S%J‘e

M
dz‘Sr—ZZ!. e

d z=re'
z‘ = 7ﬂ e

pictreos(yrimsen()|| i it gl = i-creos(r) e | gy =

0 e
= Z b e ) : e

o
rdt:TL

2ert

0

M 2M 2M o T Mao% Mz
I —arse n(l)idr J/ —crsen '”dt <7 IAe Tdr = ’ 2oty = ? ‘:e“:IA
r o r o a2y cr” 20 cr 0

0
ser
_ Mzx| F M
= e ==
cr
N 2

2
cr

Por outro lado, quando se considera ¢ =0 tem-se ainda
J-f(z) e“dz| < .Hf(z)Hdz‘ <— —) 0, quando r — 4o0.

Fmalmente 0s argumentos anterlores generalizam os dados
mobilizados na situagdo de formulagao e de validagao.
Situacao-problema II: Decidir a convergen(:la da seguinte
i.q-para x€IR.
Comentérios: Os alunos deverao identificar uma regido

integral impropria ou generahzada_‘.

ou intervalo que condiciona um sentido para integral
generalizada. Nas abordagens que foram apreciadas nos
compéndios especializados, os autores de livros costumam,
simplesmente, definir por decreto a variacdo da integral. No
caso anterior, os limites a serem digcutidos e sugeridos aos

+o0 X

mesmos sdo indicados por J: o que condicionara

T
© x"+1
uma evolucdo da situagdo investigativa e culminara com o
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emprego da passagem a varidvel complexa e, dessa forma,
com o emprego da Teoria do Residuo.

Situag:ﬁo de acdo. Com a identificacio da funcdo
)= que nao possui nenhum ponto de descontinuidade
na retaf rJéél pode-se confrontar e estimular um debate com
um grupo de estudantes e uma atividade de producdo de
conjecturas, tendo em vista a visualizagdo de oito “crateras”
ou “picos” que se divisam na figura abaixo. Pode-se fornecer
aos estudantes as seguintes expressdes analiticas, com o
arrimo computacional, descritas por: ,

Assim, os estudantes devem ser conduzidos ao
entendimento do surgimento de pontos que podem atuar como
raizes das expressdes polinomiais nos denominadores das
duas expressées anteriores e que, quando lidam com a fungao

@ ===

desconﬁnulldade todavia, quando consideram f@)=—

, hdo precisam se preocupar comos pontos de

, percebem a existéncia de pontos ou vetores que anulzam 0

denominador!

Figura 5 - Visualizagdo de “crateras” ou “picos” relacionados
com a existéncia de polos de uma fungao na varidvel complexa,
condicionada pela parte real e parte imaginaria

o —6)€v1a)’+1
(2P 1) + (42— ax)

. 2y
(6P 1) + (1y—ax

Fonte: Os Autores.

Situacdo de formulag@o. Segundo Almouloud (2007,),
uma das caracteristicas dessa fase reside em “criar um modelo
explicito que pode ser formulado com sinais e regras comuns,
jé conhecidas ou novas”. A mediacao busca explorar o sistema
de representagdo do Calculo na variavel real e na variavel
complexa.
estudantes deverdo perceber o

Desse modo, os

sentido e a necessidade de lidar com a seguinte expressao

/(@)= =Re(f(2)+iIm(f(2)) ©

desenvo‘fver uma analise das expressOes analiticas que

poderao

constituem a parte real e a parte imaginaria, que se

Re(f(x,y)+iIm(f(x,y)).

uso de um sistema de representagdo algébrico do CVV.

indicara por isto é, com o

Agora, os estudantes poderdo identificar os pontos

z4+1:0<—>zk :ek%,ke{il.i?a}

.Todavia, com origem nas informac¢des da figura abaixo,

que satisfazem

os alunos deverdo depreender que, do conjunto das raizes
7i, 37 -7,
:eA,ZZ:e A, =e A,z

duas devem ser escolhidas.

_ 673’% mas, apenas
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Figura 6 - Identificacdo visual de polos ou pontos de
descontinuidade relacionados com as ?arEes real e imaginaria de
uma fungdo na variavel complexa no

Im (7 (x. v

Fonte: Os Autores.

Na figura que segue, ao lado esquerdo, os alunos poderao
explorar uma construgdo dindmica do software aﬁeoGebra
e explorar o comportamento da integral om
valores 1 > 1. Com efeito, pode-se comparar o coﬁclpd_rgamento
das integrais, descritas geometricamente como o Val+90r dgbzclrea
numérica abaixo da curva e, para valores como
o software indica-se uma indefini¢do e, ao lado dlrel)fo —th%o
visualiza-se mais uma regido (na cor amarela) abaixo do
grafico da fungdo (Figura 8).

O software permite a promoc¢do de um ambiente de
investigagdo sobre o comportamento de convergéncia e sobre
a validade ou confianga dos dados que devem ser elaborados
pelos estudantes. Ademais, os estudantes devem coligir todos
os dados visuais extraidos das duas janelas dos softwares que
s30 vislumbrados logo abaixo (Figuras 7 e 8)

Figura 7 - Exploragdo/verificagio do comportamento de
convergéncia # =4 (ao lado esquerdo) de uma integral e a
localizagdo dos polos no interior de uma regido delimitada
por uma curva parametrizada no sentido anti-horario (fase de
formulagéo)

=3 MONIQUE 2ggb - oEd

Arquivo Edtar Exibic Opges Ferramentas Jansla A Envar

A/,/,O@x\\mz::

|~ Janeia da Visuatzacio 2 ®

a(t) = (t,0)

. °
e

- -
& inin=T
o vz 50 = a(®) + B(0)

®
Entaca Hae

Fonte: Os autores.

Figura 8 - Exploragdo/verificagdo do comportamento de
divergéncia # =" (ao lado esquerdo) de uma integral e a
localizagdo dos polos no interior de uma regido delimitada
por uma curva parametrizada no sentido anti-horario (fase de
formulagao)

=) MONIQUE_2ggb - olEd
! A LA D OOl &) eac] 2] ] s
4
02 a(t) = (t.0)
= E] E3 ) - .z3 e
o W . () = a(t) +A(t)
Fonte: Os autores.
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Situa¢do de Outras solugdes poderao

ser formuladas, todavia, pela estratégia que envolve a

validagao.

insercdo da variavel complexa, as formulagdes deverdo
culminar com,6 o emprego do teorema que garante a

. +o00 X .
igualdade Lﬂ T 2zi[Res(f,z)+Res(f,2,)], aonde
- _e’% - _63%. Por outro lado, os residuos anteriores,
17 942 T
tendo em vista as fungdes racionais em questdo, podem
ser avaliadosg (ng seguinte forma: Res(f,z)= }‘j((zl)) e
Z,
Res(f,z,) = (. .(Zz ) Repare-se que nesse caso, assume-se que
2 n X 1 1 37
g(z2)=Lh(z)= z*41.Ora, Vefse que Res(f,z)= yy :Ze Y
e que Res(f,z,)=——=—e 4. '
q es(f,z,) o 4e
Repare-se, que se poderia ter avaliado ainda que
Res(f,z)= lim “—2L = fim Vit
A2+l LY (z-z,)(2-2)(z-2,) 8
E, de modoRes(f,z,)= semelhante, encontra-se que
lim 22 = i ! __hiah Por tal wvi
/A N (z—z)z—z)(z—z,) 8 . 0 al via, 0s

estudantes tém a possibilidade de adaptar habilidades
envolvendo a nogao de limite, estudadas no contexto do CUV
e readaptados para AC.

Por fim, com origem na animag¢do dinamica que busca
enfatizar um significado dindmico da curva orientada,
no sentido anti-horario, pela adjungdo dos caminhos

cong})gleradog (ggr fig. d7z’ ao lado direito), escreve-se

1 =). i . .Para concluir a fase atuz‘ﬂ, se
torna imprescindivel os alunos compreenderem a necessidade
da introdugdo da variavel complexa com a ajuda de ambos os
softwares. Nesse caso, a disposi¢do geométrica das raizes da
equacao indicada por Z'+1=0 , estimula tal necessidade, cuja
existéncia ¢ garantida pelo Teorema Fundamental da Algebra
(MITRINOVIC, 1966),

Situagdo de institucionalizagdo. Brousseau (1986, p.
342) comenta que “a produgdo no ensino de conhecimento
matematico demanda um esfor¢o de transformagdo de um
conhecimento em saber matematico [...]”. Assim, ele indica
que a epistemologia do professor atuara no sentido de nao
personalizag@o e ndo contextualizago, e que buscara eliminar
os tracos historicos (BOTTAZZINNI, 1986; HAIRER;
WANNER, 2008; MEDVEDEYV, 1991), que determinaram
sua apari¢ao.

Ora, a distingdo de Brousseau ¢ clara, no sentido de
pontuar um conhecimento mobilizado, localizado e particular,
pertencente a um grupo de alunos e que, gradualmente,
recebera status de maior generalidade, pois enquadrado em
um corpus teorico formal, cujo viés estruturalista se mostra
evidenciado e distinguido na academia e pode ser apresentado
para os estudantes pela exposicdo magistral de determinados
teoremas classicos, que validam alguns dos argumentos
mobilizados nas fases descritas.

2.2.7 Analise a posteriori

Na fase anterior, todo o dispositivo construido deve ser
colocado em funcionamento, como assim prevé Almouloud
(2007). Possiveis correcdes e ajustes locais ndo podem ser
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negligenciados em uma eventual aplicagdo empirica. Dessa
forma, indica-se apenas alguns elementos que carecem de
vigilancia em um caso de experimentacdo. Para tanto, recorda-
se que “a analise a posteriori de uma sessdo € o conjunto
de resultados que se pode tirar da exploragdo dos dados
recolhidos e que contribui para a melhoria dos conhecimentos
didaticos que se tém sobre as condi¢des de transmissdo do
saber em jogo”.

Nao se pode perder de vista as considera¢des de Laborde
(1997, p.103) ao mencionar que a validagdo da ED consiste
em “comparar os resultados de duas modeliza¢des diferentes
para o mesmo objeto”. Neste caso, com a intengdo precipua
de maior obtencdo de dados para a etapa final, o modelo
de comparacdo reside em considerar as mesmas situacdes
didaticas, aqui discutidas, com outras abordagens que exibem
énfase maior na etapa de institucionalizagdo, caracteristico de
um ensino académico que evidencia os aspectos estruturantes
da Matematica, em detrimento de uma abordagem qualitativa
e numérica (ARTIGUE, 2013). Seguindo ainda as orientagdes
de Laborde (1997),
envolvendo uma apreciagdo comparativa das producdes de
estudantes submetidos aos dois problemas anteriores, todavia,
sem a exploragdo e uso dos softwares empregados aqui ao

indica-se uma validacdo externa

decurso das fases didaticas de ensino.

Nesse contexto, podem ser antevistos - os seguintes
elementos preocupantes: os estudantes ndo percebem a
necessidade de passagem X=X+i0=>z=x+iy; os
estudantes nao desenvolvem atividades investigagvzzfx sobre a
convergéncia/divergéncia de integrais do tipo Lc

1o
n 21; os estudantes grglgqgaompreendem as mudancas exigidas
na transigao j fx)dx = I f(z)dz ; aproducdo de conjecturas
(emprego de ;neteiforas) e tm raciocinio heuristico se mostra
reduzido e, mesmo inexistente, diante da preponderancia de
um pensamento logico e de estrutura inferencial. E, por fim,
os estudantes ndo compreendem a utilidade da introducdo de
uma variavel complexa.

Na medida em que a mediagao didatica pretendida atua no
sentido do distanciamento ou desconsideragao dos elementos
mencionados ha pouco, prevé-se a obtengdo de dados
empiricos que devem autorizar/proporcionar ao pesquisador
responder aos dois questionamentos indicados na terceira
segdo no presente escrito. E, por fim, tendo em vista que a atual
proposta de (ED) possui certas caracteristicas comentadas
por Margolinas (1999) no que concerne a intervencdo do
professor ao decorrer das situagdes-didaticas, assinala-se que
sua estratégia de base envolve uma intervengdo direta em
cada momento, tendo em vista a exploracdo e identificagdo
de elementos perceptuais representativos em cada construgao
(ALVES, 2014a).

3 Conclusao

A presente proposta tedrica de (ED) buscou discutir e
descrever elementos de ordem teérica, imprescindiveis em
uma proposta de mediagdo de ensino que ndo desconsidera a
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visualizagao como elemento impulsionador daagao do aprendiz
em um ambiente de situagdo problema, ¢ como elemento
catalizador da producao de conjecturas, cujo conteudo revela
a mobilizagdo de um entendimento tacito, local e provisorio,
mas que com os momentos dialéticos previstos pela (TSD)
podera evoluir, com um ganho progressivo de aspectos
estruturantes, impulsionado por intermédio de uma “evolugao
qualitativa” dos conhecimentos dos sujeitos envolvidos nas
atividades propostas.

Acentua-se que nas duas situagdes problemas discutidas
e em algumas das fases prev1stas pela (TSD), o aluno depara
a transicao simbolica I S (x)dx mn:u;aoj f(2)dz . Ora, tal
simbologia cifrada permite, com arrimo“da tecnologia, sua
significacdo geométrica e, dessa forma, os aprendizes devem
compreender a necessidade da escolha de simbologias ou
notagoes (L7 = Lb f(x)dx t:>c j f(2)dz ), da mudanca de variavel,
tendo em vista o processo investigatério alavancado em cada
situacdo didatica.

Em outro sentido, quando se observa desmesurada énfase
ao momento de institucionalizacdo, a epistemologia do
professor se caracteriza pelo uso da variavel complexa e um
sistema notacional restrito, tendo em vista alguns teoremas
classicos, como neste caso, em que se aborda o Teorema
do Residuo. Em contrapartida, os elementos pontuados nas
fases que antecedem a institucionalizagdo devem auxiliar
uma perspectiva de construgdo de situagdes fundamentais,
elaboradas a partir de um saber especifico com vistas ao
ensino no contexto da Transi¢do Complexa do Célculo (TCC).

Nas fases dialéticas de mediagdo da (TSD), acentua-se
que a transposi¢do didatica poderd ser afetada pelo tempo
de uso dos softwares GeoGebra e do CAS Maple, em carater
de complementaridade. Seu uso pode ser determinante na
exploragdo da transi¢do dimensional , fato que possibilita os
estudantes mobilizarem seus conhecimentos do Célculo em
varias variaveis no contexto de ensino da (AC). Ademais,
com origem em uma mediagdo afetada e modificada pelo uso
dos softwares, indicam-se elementos que podem instigar os
interesses dos estudantes, tendo em vista a depersonalizagao
e verificagdo formal dos resultados, caracterizando as fases de
institucionalizagdo que foram apresentadas.

Finalmente, a elabora¢d@o de um problema ¢ um passo da
Engenharia Didatica. Nesse contexto, o término da Engenharia
Didatica designa. Diante das consideragdes de Doaudy e de
modo afetado pelo seu ponto de vista, defende-se a presenga
de elementos diferenciados presentes nas duas situagdes
discutidas aqui e que detém o potencial de aplicagdo e testagem
em sala de aula, tendo como escopo o aperfeigoamento de sua
transmissdo na academia, sem desconsiderar os elementos
da Transicdo Complexa do Céalculo que ainda exigem maior
atengdo por parte dos especialistas.
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