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Resumo
Esse artigo objetiva analisar conhecimentos de estudantes têm em relação aos invariantes e representações de problemas de arranjo e 
combinação. Para tanto, fundamentou-se na Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud. Como percurso metodológico realizou-se um estudo 
experimental constituído de pré-teste, intervenção e pós-teste em 28 estudantes do 2º ano do Ensino Médio. Na intervenção utilizou-se a 
comparação de problemas de arranjo e combinação, para que os alunos verificassem o comportamento do invariante prescrito da ordenação 
e repetição, além de variadas representações simbólicas. Na análise dos resultados observou-se que estudantes no pré-teste apresentaram 
dificuldades na diferenciação de problemas de arranjo e combinação, principalmente nas situações que envolviam a repetição de elementos. 
Durante a intervenção observou-se que a maioria dos estudantes preferia utilizar a fórmula e o princípio fundamental da contagem como 
procedimentos de resolução. Após o pós-teste notou-se um avanço no desempenho dos estudantes na resolução de problemas com repetição 
de elementos, além de maior variabilidade de representações simbólicas, no entanto, no problema de combinação simples os estudantes não 
obtiveram um desempenho maior. Constatou-se que o uso incorreto da fórmula foi o erro mais frequentemente observado na resolução de 
problemas combinatórios, o que pode sugerir que ao utilizar fórmula como meio de representação simbólica os estudantes não compreendem 
corretamente a presença ou não do invariante prescritivo de ordem e repetição nos problemas de arranjo e combinação.
Palavras-chave: Arranjo e Combinação. Invariantes Prescritivos. Representações Simbólicas. 

Abstract
This article aims to analyze students’ knowledge regarding invariants and representations of arrangement and combination problems. For 
this, it was based on Vergnaud’s Conceptual Field Theory. As a methodological course, an experimental study was performed consisting of 
pre-test, intervention and post-test in 28 students of the 2nd year of High School. In the intervention we used the comparison of arrangement 
and combination problems, so that the students verified the behavior of the prescriptive invariant of the ordering and repetition, besides several 
symbolic representations. In the analysis of the results, it was observed that students in the pre-test presented difficulties in the differentiation 
of problems of arrangement and combination, mainly in the situations that involved the repetition of elements. During the intervention it was 
observed that most students preferred to use the formula and the fundamental principle of counting as resolution procedures. After the post-test 
it was noticed an improvement in the students’ performance in solving problems with repetition of elements, in addition to a greater variability 
of symbolic representations, however, in the simple combination problem students did not perform better. It was found that the incorrect use 
of the formula was the error most frequently observed in solving combinatorial problems, which may suggest that when using formula as a 
means of symbolic representation students do not correctly understand the presence or not of the prescriptive invariant of order and repetition 
problems of arrangement and combination.
Keywords: Arrangement and Combination. Prescriptive invariants. Symbolic representations.
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1 Introdução

O ensino e a aprendizagem da Combinatória são marcados 
por vários desafios que advém desde a formação inicial e 
continuada de professores, como também pela natureza dos 
problemas combinatórios. Estudos como de Roa (2000), 
Pessoa e Borba (2009, 2010) apresentaram que alunos, 
inclusive de diferentes níveis de escolarização, sentem 
dificuldades na diferenciação de problemas combinatórios. 
Rocha (2011) e Holanda (2016) ressaltaram em seus estudos 
que professores de diferentes níveis de ensino, ou mesmo 
alunos de licenciatura em matemática, também sentem certa 
dificuldade nessa diferenciação.

Johnson (1991) afirma que para um estudante conseguir 

raciocinar por meio da Combinatória necessita-se a exploração 
criativa de aspectos estruturais de um problema, na esperança 
de vir a reduzi-lo a um caso mais simples ou a um problema 
anteriormente resolvido. Visando a compreensão das 
diferenças existentes em cada tipo de problema combinatório, 
estudos como Borba et al. (2014), Pessoa e Borba (2010), 
Rocha (2011), podem dar pistas para tal exploração criativa, 
utilizando problemas combinatórios com menor ordem de 
grandeza o que pode possibilitar que os alunos descubram ou 
elaborem diferentes procedimentos de resolução, o que por 
sua vez pode permitir a ampliação da percepção das diferentes 
naturezas dos problemas combinatórios.

Borba et al. (2014) afirmam que as situações combinatórias 
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possuem relações lógico-matemáticas, sendo o estudo destas 
uma rica oportunidade de desenvolvimento dos estudantes. 
Essa característica dos problemas combinatórios coaduna 
com os objetivos apontados pelos Parâmetros Curriculares 
Nacionais (PCN+) para o Ensino Médio quando orientam 
que o ensino e a aprendizagem de Combinatória possibilitam 
decidir sobre a forma mais adequada de organizar números 
ou informações para poder contar os casos possíveis não deve 
ser aprendido como uma lista de fórmulas, mas como um 
processo que exige a construção de um modelo simplificado e 
explicativo da situação (BRASIL, 2002).

Geralmente vivenciado na última etapa da Educação Básica 
com maior ênfase durante o 2º ano do Ensino Médio, o ensino 
e aprendizagem de Combinatória deve ser potencializado com 
a discussão das diferentes situações, oportunizando a criação 
de estratégias pessoais de resolução ou mesmo ampliando a 
variedade de procedimentos de resolução. 

Dias, Freitas e Victer (2017) ao citar as dificuldades de 
Combinatória de estudantes do Ensino Médio afirmam que 
estas ocorrem possivelmente devido ao método que o conteúdo 
é ensinado, pois o aluno tem contato somente ensino médio, 
de maneira abstrata e por meras aplicações de fórmulas, 
tornando o ensino deste tema pouco atrativo e distanciado de 
suas vivências.

Borba (2016) ressalta que é possível utilizar elementos 
da Combinatória tanto nas situações do cotidiano quanto 
nos problemas que é ensinado na escola, para esta autora 
“mesmo que não nos demos conta, diversas decisões que 
tomamos cotidianamente são baseadas em levantamento de 
possibilidades, resultantes da combinação de elementos” 
(p.1). Sabe-se que não é preciso enumerar todas as opções 
para escolher uma delas, mas a tomada de decisão torna-
se mais consciente se os estudantes compreende uma gama 
maior da diversidade de opções. 

Pessoa e Borba (2010) em sua investigação concluíram 
que os estudantes do Ensino Médio tiveram um desempenho 
abaixo do esperado, pois apenas 12,2% destes estudantes 
conseguiram resolver corretamente a situação envolvendo 
combinação simples e apenas 43,1% acertaram a situação 
que envolveu arranjo simples. As autoras verificaram 
que os problemas de combinação são tidos como os mais 
difíceis por estes estudantes e que a maioria não conseguiu 
chegar ao resultado correto, o que demonstra que no Ensino 
Médio os estudantes apresentam muitas dificuldades com a 
aprendizagem da Análise Combinatória.

Investigando o ensino e aprendizagem das operações 
combinatórias por estudantes do Ensino Médio realizada 
sobre uma intervenção e aplicação de um teste em duas fases, 
Fernandes, Correia e Roa Guzmán (2010) concluíram que 
estes estudantes apreciam o uso das Fórmulas apenas nos 
problemas de combinação simples e dentre os erros o que 
ocorreu com predominância foi associado a não consideração 
da ordem quando ela era relevante. Diante deste resultado 

observamos que os estudantes têm dificuldades ao diferenciar 
os problemas combinatórios quanto a ordem dos elementos. 

Conceição, Pereira e Santos (2016) investigaram sobre o 
ensino e aprendizagem de Combinatória por 79 estudantes do 
terceiro ano do Ensino Médio utilizando como metodologia a 
aplicação de questionários e testes obtendo como resultados 
que o uso de fórmula-aplicação torna os discentes menos 
capazes de solucionar problemas relativos à Análise 
Combinatória, comparados aos alunos que estudaram o assunto 
por PFC. Diante destes resultados os autores constataram que 
o uso das fórmulas não garante uma aprendizagem eficaz e 
que os estudantes se sentem mais seguros quando utilizam o 
Princípio Fundamental da Contagem ao resolver os problemas 
combinatórios.

Rocha (2011) afirma que professores de diferentes níveis 
de ensino (anos iniciais e finais do Ensino Fundamental, e 
Ensino Médio) têm dificuldades na diferenciação de problemas 
de arranjo e combinação. Tais professores, em sua maioria, 
desconhecem situações nas quais o invariante do conceito de 
ordenação implica em possibilidades distintas.  

Diante desta afirmação podem-se compreender algumas 
dificuldades de estudantes com os problemas de combinação 
e arranjo. Tais problemas se caracterizam pela formação 
de subgrupos e pela presença ou ausência da ordenação no 
processo de contagem de elementos, ou em outros casos, 
podem ser considerados ou não a repetição de elementos 
nessa contagem. 

Para auxiliar na discussão compreensão de algumas 
dificuldades e de algumas características dos problemas 
combinatórios, utilizou-se como aporte a Teoria dos Campos 
Conceituais, em especial, a noção de invariantes prescritivos 
e representação simbólica. 

Vergnaud (2009) discute a necessidade de conhecer 
invariantes operatórios que podem se apresentar na relação 
entre a realidade e a representação, se constituindo nas 
relações e propriedades que os alunos colocam em ação na 
resolução de situações, podendo ser verdadeiros ou falsos a 
depender da situação.

O invariante prescritivo ou do conceito focalizam as 
relações e propriedades de conceitos e que são necessários 
para compreensão do mesmo. Nesse caso, esses tipos de 
invariantes são inerentes aos conceitos matemáticos, tais 
como os problemas combinatórios e de acordo com Silva 
(2016) não se alteram com relação a representação simbólica 
usada, ou mesmo a variação de um mesmo tipo de situação.

Vergnaud (1986) define ainda o invariante relacional 
como “uma relação que permanece invariante para um 
conjunto de transformações de operações ou de variações” 
(p.82). Nesse caso, diz respeito à interpretação do enunciado 
para identificação do tipo de problema. Partindo do exposto, 
compreende-se que as diferentes noções de invariante é um 
instrumento que se devidamente utilizado possivelmente 
proporciona segurança no momento da construção da 
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representação dos conceitos. 
Portanto, defende-se que a necessidade de investigar 

que conhecimentos os alunos que passaram pelo ensino de 
combinatória na etapa fi nal de escolarização possuem dos 
diferentes invariantes nos problemas combinatórios. Dessa 
forma, objetivou-se analisar os conhecimentos dos alunos do 
2ª ano do Ensino Médio em relação aos invariantes prescritos 
de problemas de arranjo e combinação, em especial, o 
desempenho dos estudantes, antes e após uma intervenção, na 
resolução e identifi cação dos invariantes de ordem e repetição 
em problemas de arranjo e combinação.

2 Material e Métodos 

Essa investigação teve por objetivo analisar os 
conhecimentos dos alunos do 2ª ano do Ensino Médio em 
relação aos invariantes prescritos de problemas de arranjo 
e combinação, em especial, o desempenho dos estudantes, 
antes e após uma intervenção, na resolução e identifi cação dos 
invariantes de ordem e repetição em problemas de arranjo e 
combinação, além de verifi car as representações simbólicas 
apresentadas. Para Magina et al (2008, p.12) “a análise das 
tarefas matemáticas e o estudo da conduta do aluno, quando 
confrontado com essas tarefas, que nos permitem analisar a 
sua competência”.

Nessa perspectiva, foram analisadas as resoluções de 28 
estudantes de uma turma do 2º ano do Ensino Médio de uma 
Escola Estadual do agreste pernambucano, em 12 questões 
(seis no pré-teste e seis no pós-teste). A ordem de grandeza 
envolviam as propriedades de arranjo e combinação com 
número de possibilidades menor que 25, pois assim permite-
se também a resolução sem a utilização apenas da fórmula.

A turma já tinha vivenciado o conteúdo de Combinatória 
no semestre anterior a aplicação desta pesquisa, o que 
permitiu realizá-la, pois o foco era saber como estavam os 
conhecimentos dos estudantes após terem visto este conteúdo. 

O procedimento de coleta de dados foi dividido em três 
etapas. A primeira etapa se constituiu da aplicação de um 
pré-teste, o mesmo possuía seis questões sendo quatro destas 
abertas e as duas últimas de múltipla escolha, nas quais 
necessitavam da justifi cativa do tipo de situação apresentada 
no problema proposto. O pré-teste teve o intuito de verifi car 
o nível de desempenho desta turma para que então fosse 
possível realizar a aula de intervenção.

Na segunda etapa foi realizada a intervenção com o 
foco nos invariantes prescritos dos problemas de arranjo e 
combinação. Durante a mesma foi proposto dez problemas 
combinatórios envolvendo as situações de arranjo simples, 
combinação simples, arranjo com repetição e combinação 
com repetição. Sendo que seis destes problemas eram com 
questões abertas e quatro destes com questões de múltipla 
escolha, ressaltando que seis dos dez problemas foram 
aplicados durante o pré-teste. 

A intervenção consistiu em dois momentos: O primeiro 
teve base na comparação entre os invariantes do conceito dos 

problemas combinatórios de arranjo e combinação, simples e 
com repetição. 

Como primeira atividade apresentou-se dois problemas 
(arranjo e combinação simples) para que os alunos 
identifi cassem o invariante prescritivo de ordem, conforme 
exposto nas Figuras 1 e 2:

Figura 1 - Exemplo de situação de arranjo simples

Fonte: Adaptado de Araújo (2017)

Figura 2 - Exemplo de situação de combinação simples

Fonte: Adaptado de Araújo (2017) 

Nesses exemplos utilizaram-se o mesmo contexto, 
modifi cando a situação de arranjo para que se transforme 
em uma de combinação simples, a fi m de que a ordem na 
fi gura 2 não gerasse novas possibilidades. Escolheu-se 
para representação simbólica a enumeração por meio da 
árvore de possibilidades, na qual se evidencia a exclusão 
das possibilidades que não se adequam ao exigido pelos 
problemas.

Ao realizar a comparação entre esses dois exemplos 
observa-se a quantidade de pessoas do grupo inicial e do 
subgrupo formado é a mesma, pois são quatro pessoas no 
grupo inicial e duas pessoas no subgrupo. Apesar desta 
semelhança ressalta-se que os resultados foram diferentes e 
que na situação que envolveu a combinação simples (Figura 
2) o número de possibilidades diminuiu. Com isto, enfatiza-
se que o invariante da ordem é a principal diferença entre 
estas duas situações, ou seja, no arranjo a ordem gera novas 
possibilidades e, na combinação a ordem não gera novas 
possibilidades, por isto que a quantidade de subgrupos 
formados foi menor.

Logo em seguida compararam-se problemas de arranjo 
simples com arranjo com repetição e combinação simples 
com combinação com repetição. A seguir apresentam-se nas 
Figuras 3 e 4 exemplos de problemas de arranjo e combinação 
com repetição.

Figura 3 - Exemplo de situação envolvendo arranjo com repetição

Fonte: Adaptado de Araújo (2017)
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Após dez dias da intervenção foi realizada a aplicação 
de um pós-teste, que permitiu avaliar os avanços obtidos por 
meio da intervenção realizada. Este seguia a mesma estrutura 
do pré-teste com quatro questões abertas e duas de múltipla 
escolha. A análise do questionário proposto no pré-teste e no 
pós-teste foram realizadas de modo qualitativo e quantitativo, 
pois segundo Oliveira (2011, p.29):

Adotar a prática de combinar técnicas de análise quantitativa 
com técnicas de análise qualitativa proporciona maior nível de 
credibilidade e validade aos resultados da pesquisa evitando-
se assim, o reducionismo por uma só opção de análise.

Nesse sentido, compararam-se os desempenhos dos 
estudantes por tipo de problema, identifi caram-se as 
representações simbólicas utilizadas e por fi m, analisou-se 
se os estudantes confundiram ou não os tipos de problema 
combinatórios. Nos problemas de múltipla escolha 
verifi caram-se os acertos e classifi caram-se as justifi cativas 
apresentadas. 

Utilizando como base os invariantes prescritivos e o 
invariante relacional (VERGNAUD, 2009) foi realizada a 
análise dos questionários aplicados na turma verifi cando qual 
invariante o estudante identifi cou ao responder as questões, 
averiguando se os estudantes entendem as relações que estão 
presentes nas situações problemas ou se os mesmos realizam 
o cálculo sem entender o porquê da situação proposta.

3 Resultados e Discussão

De acordo com Magina et al. (2008, p.12) a análise das 
tarefas pode ser avaliada de acordo com três aspectos: número 
de acertos e erros; tipos de estratégias utilizadas; “[...] análise 
da capacidade de escolher o melhor método para resolver um 
problema dentro de uma situação particular”.

É a partir das análises dos resultados que se podem 
comprovar aspectos sobre os tipos de representações 
simbólicas utilizados na resolução, como também a utilização 
e reconhecimento dos diferentes invariantes em jogo em cada 
situação, para assim poder testar e avaliar a o conhecimento 
dos estudantes. Nessa seção realizou-se a comparação entre 
pré-teste e pós-teste, destacando diferentes desempenhos na 
resolução dos problemas e nas justifi cativas apresentadas.

3.1 Desempenhos dos estudantes nos problemas de arranjo 
e combinação

Afi rma-se que o desafi o de compreender os problemas 
combinatórios pode ser auxiliado a partir do conhecimento 
dos invariantes de cada tipo de problema combinatório, ou 
mesmo, a partir da utilização das representações simbólicas, 
tais como a listagem, a árvore de possibilidades que são 
geralmente aplicadas em problemas com menor ordem de 
grandeza, além do Princípio Fundamental da Contagem (PFC) 
e a fórmula, por exemplo, para problemas com maior ordem 
de grandeza.

A Teoria dos Campos Conceituais permite que haja a 
discussão sobre os invariantes prescritivos nas situações 

Figura 4 - Exemplo de uma situação envolvendo combinação 
com repetição

Fonte: Adaptado de Araújo (2017)

Nesses problemas é necessária a repetição de um mesmo 
número mais de uma vez, já que a senha, ou a escolha do sabor 
de sorvete pode ser repetir. Santos, Mello e Murari (2007, 
p.98) afi rmam que um problema de combinação com repetição 
“  é o número total de maneiras de selecionarmos p 
objetos dentre os n objetos distintos onde cada objeto pode ser 
tomado até p vezes”. 

Vale salientar que no caso de combinações com repetição 
não existe a restrição de n ser menor ou igual a p. Neste 
caso verifi ca-se que quando a repetição dos n elementos é 
considerada tomados elementos p a p, o p pode ser maior que 
o n, isto vale tanto para os problemas de combinação quanto 
para os problemas de arranjo. Essa propriedade pode ser 
observada na Figura 3 no problema de arranjo com repetição. 

A escolha nesse caso de representação simbólica foi 
a listagem, para quais foram utilizadas a primeira letra dos 
nomes em questão, além de observadas algumas condições 
para a sistematização do processo de enumeração.

O segundo foram trabalhadas questões que eram de 
múltipla escolha, e envolviam as situações abordadas nesta 
pesquisa (arranjo simples, combinação simples, arranjo com 
repetição e combinação com repetição). Em cada momento 
desta etapa foi dado um tempo para que os estudantes 
tentassem resolver os problemas propostos para depois 
discuti-los com a turma toda.

Figura 5 - Questões que solicitam do aluno a justifi cativa em sua 
resposta

Fonte: Araújo (2017).  

O foco dessas situações foi invariante relacional, ou seja, 
a compreensão do aluno com relação ao tipo de problema 
combinatório a partir do enunciado, como também, o tipo de 
justifi cativa que ele apresentaria para a classifi cação efetuada 
no problema. Acredita-se que na justifi cativa os alunos 
podem enunciar os invariantes prescritivos que atribuem aos 
problemas de arranjo e combinação.
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Quadro 1 - Comparação do Percentual de acertos entre o pré-
teste e o pós-teste

Combinação 
Simples

Arranjo 
Simples

Combinação 
com 

Repetição

Arranjo 
com 

Repetição
Pré-teste 28,5% 53,5% 3,5% 3,5%
Pós-teste 25% 64,2% 82,1% 39,2%

Fonte: Araújo (2017). 

Ao observar os resultados obtidos no Quadro 1 percebeu-
se que a única situação que teve um rendimento menor após a 
intervenção foi a situação que envolveu combinação simples, 
pois esta diminuiu 3,5 % dos acertos. 

Justifica-se que esta queda tenha ocorrido devido às 
representações simbólicas utilizadas pelos estudantes ao 
resolverem essa situação, já que a maioria resolveu por 
meio da fórmula inadequada, assim como revelaram ter uma 
dificuldade maior durante a intervenção nestas situações do 
que as situações envolvendo arranjo. Observa-se que por 
muitas vezes estas situações oferece um grau de dificuldade 
maior para os estudantes e até mesmo aos professores. Rocha 
e Ferraz (2011, p.9) apontam que professores de diferentes 
formações (Pedagogia e Matemática) possuem “lacunas no 
conhecimento dos professores em relação à diferença dos 
problemas de arranjo e combinação”.

Ao observamos o uso de fórmulas predominante por meio 
dos estudantes ao resolverem as situações de combinação 
percebemos que este resultado corrobora com o de Fernandes, 
Correia e Roa Guzmán (2010) quando discutem que a maioria 
dos estudantes utilizou a fórmula ao resolver os problemas 
de combinação. Diante destes resultados verificamos que no 
Ensino Médio esses estudantes tem preferência em usar a 
fórmula de combinação para resolver este tipo de problema 
e, que na maioria dos casos o fazem de uma maneira errada.

Já os problemas que envolveram a repetição dos elementos 
obtiveram um aumento significativo após a intervenção, pois 
nos dois casos abordados (arranjo com repetição e combinação 
com repetição) passaram de 3,5% para 82,1% em combinação 
e 39,2% em arranjo. O que demonstra que os estudantes 
compreenderam melhor o invariante prescritivo e as relações 
presentes nestas situações. Apresentam-se os gráficos com o 
número de confusões entre os diferentes tipos de problemas 
combinatórios antes e após a intervenção.

De acordo com os dados apresentados no gráfico da Figura 
6 verificou-se que o problema que envolveu arranjo simples 
obteve o resultado positivo relacionado aos estudantes que não 
confundem essa situação-problema, sendo o de combinação 
com repetição o que revelou uma dificuldade maior por 
parte da maioria dos estudantes, pois destes apenas um não 
confundiu essa situação.

envolvendo a formação de grupos na Combinatória, que são as 
situações identificadas como arranjo e combinação diferindo 
ambos pela ordem dos seus elementos. Pessoa e Santos (2012, 
p.3) discutem e apresentam os invariantes prescritos dos 
problemas de arranjo e combinação da seguinte forma: 

Arranjo (1) tendo n elementos, poderão ser formados 
agrupamentos ordenados de 1 elemento, 2 elementos, 
3 elementos.... p elementos, com 0 < p < n, sendo p e n 
números naturais; (2) A ordem dos elementos gera novas 
possibilidades. O que caracteriza esses problemas é que de 
um grupo maior, alguns subgrupos são organizados e a ordem 
dos elementos gera novas possibilidades, sendo importante 
na composição das possibilidades. Combinação (1) tendo n 
elementos, poderão ser formados agrupamentos ordenados 
de 1 elemento, 2 elementos, 3 elementos.... p elementos, 
com 0< p < n, p e n naturais; (2) A ordem dos elementos 
não gera novas possibilidades. De forma semelhante aos 
problemas de Arranjo, tem-se um conjunto maior e dele são 
selecionados elementos para formar subconjuntos, porém, 
de forma diferente, a ordem dos elementos não gera novas 
possibilidades. 

As autoras identificam o invariante prescritivo dessas 
situações (combinação e arranjo) sendo ambos os casos que 
não é permitida a repetição dos elementos, ou seja, arranjo 
simples e combinação simples. Apresentando o invariante 
da ordem como a propriedade principal para diferenciar 
essas duas situações, em particular os problemas de arranjo a 
ordem gera novas possibilidades, já na combinação a ordem 
dos elementos não interfere, ou seja, a ordem não gera novas 
possibilidades. 

Silva; Rocha (2015) discutiram a presença de invariantes 
prescritivos em livros didáticos dos anos finais do Ensino 
Fundamental e descrevem que o “invariante da repetição, que 
pode ser considerado ou não dependendo do problema a ser 
resolvido”. Nesse caso, os estudantes e professores devem 
analisar a situação, contextos, e enunciados para identificar se 
esse invariante deve ou não ser considerado. Os autores ainda 
alertam que “[...] ao considerar as repetições, aumentamos 
consideravelmente as possibilidades, e desta forma pode 
mudar as estratégias de resolução das mesmas, assim deve 
ser considerada na análise das questões propostas” (SILVA; 
ROCHA, 2015. p.5). 

Nesse caso, destacam-se a utilização de três tipos 
de invariantes prescritivos nos problemas de arranjo e 
combinação, um definido pela escolha dos elementos, outro 
pelo invariante da repetição, e o invariante da ordem como 
o principal para diferenciar estas situações combinatórias. 
Desta forma advoga-se que considerando ou não a ordem 
dos elementos, este será o fator essencial no momento da 
resolução, sendo assim o invariante fundamental para que 
se compreendam as lógicas implícitas em cada significado e 
situação dos tipos de problemas combinatórios.  

Os desempenhos dos estudantes nos problemas 
combinatórios pesquisados foram organizados no Quadro 1 
relativos ao pré-teste e pós-teste, de modo que possa mostrar 
o desempenho antes e após a intervenção.



Como alunos de Ensino Médio Compreendem os Invariantes Prescritivos de ordem e Repetição em Problemas de Arranjo e Combinação? 

147 Rev. Ens. Educ. Cienc. Human., v. 19, n.2, p. 142-150, 2018

Figura 6 - Confusões de tipo de problemas combinatório 
produzidas pelos estudantes no pré-teste

Fonte: Araújo (2017). 

Diante desses resultados percebemos que o invariante 
da repetição mostrou-se como o mais difícil para essa 
turma. De acordo com Silva e Rocha (2015) é necessário 
que os estudantes estejam cientes sobre a possibilidade de 
ocorrência da repetição em um problema combinatório, já 
que sua consideração pode mudar as estratégias de resolução 
da situação proposta. Acredita-se que esta turma não tenha 
considerado o invariante da repetição ao realizarem o 
pré-teste, principalmente na situação de combinação com 
repetição, por isto o invariante da repetição revelou-se como a 
maior difi culdade dos estudantes.

Foi constatado ainda que a maioria dos estudantes utilizou 
a fórmula nos problemas de combinação simples e com 
repetição, alguns fi zeram uso do PFC ao resolver as situações 
de arranjo simples e com repetição. Vergnaud (2009, p.24) 
ao discutir sobre conjunto de representações simbólicas, 
apresenta como um de seus signifi cados “[...] categorias de 
pensamento com os quais um indivíduo capta e integra as 
informações presentes em uma situação”. Os alunos que não 
forem alertados sobre a possibilidade do invariante prescritivo 
de repetição nos problemas combinatórios, dependem 
exclusivamente do contexto da situação, alertar ou não para 
a possibilidade. 

Vale salientar que a maioria dos estudantes que utilizou 
a fórmula não conseguiu fazer corretamente, o contrário 
aconteceu com os que resolveram por meio do PFC já que 
a maioria dos estudantes conseguiu resolver a situação 
problema corretamente. Conceição, Pereira e Santos (2016) 
também apresentaram que os estudantes que utilizaram o 
PFC para resolver as situações combinatórias obtiveram uma 
capacidade maior de resolver estas situações se compararmos 
aos que utilizaram a fórmula. 

Barreto (2012, p.13) em pesquisa realizada com 
estudantes da EJA sobre o papel das representações em 
problemas combinatórios considera necessária a apresentação 
de várias representações se conjunto na construção de um 
conceito é importante “já que cada representação pode 
deixar mais evidentes determinadas propriedades invariantes 
de tal conceito”. A autora ressalta, ainda, a necessidade de 
que os alunos “além de aprenderem diferentes formas de 
representação simbólica, também possam aprimorar o uso de 
representações que já utilizam”.

Ao observar o gráfi co da Figura 7 nota-se que houve um 

avanço dos estudantes após a intervenção, já que no pré-teste 
a maioria dos estudantes obtiveram um desempenho baixo 
quanto a confusão das situações combinatórias abordadas.

Figura 7 - Confusões de tipo de problemas combinatório 
produzidas pelos estudantes no pós-testeproduzidas pelos estudantes no pós-teste

Fonte: Ara újo (2017). 

Como anteriormente mencionado, verifi cou-se que a 
única situação em que obteve a confusão do problema pela 
maioria dos estudantes foi a que envolveu combinação 
simples, as demais apresentaram um desempenho positivo. 
Este acontecimento trouxe surpresa, pois a combinação antes 
da intervenção obteve um número de estudantes superior que 
conseguiram identifi car corretamente a situação proposta, já 
que todos os problemas combinatórios foram trabalhados de 
uma maneira igual durante a intervenção. 

Este acontecimento relacionado ao bom desempenho que 
a maioria dos estudantes obteve após a intervenção acredita-se 
que tenha ocorrido devido ao método em que foi trabalho com 
esta turma o conteúdo no momento da intervenção, já que se 
fez o uso de diferentes representações simbólicas na resolução 
de cada problema proposto (combinação simples, combinação 
com repetição, arranjo simples e arranjo com repetição), 
assim percebeu-se que este procedimento proporcionou um 
rendimento melhor nesta turma, tal argumento corrobora 
com o que Barreto (2012) apresenta sobre a importância da 
construção de um conceito ao utilizar-se várias representações, 
pois segundo esta autora cada uma das representações deixa 
mais evidente as propriedades invariantes em cada conceito 
trabalhado.

Na comparação das situações de combinação simples 
e arranjo simples percebeu-se que a situação de arranjo foi 
tida como mais fácil ao se comparar com a de combinação 
por estes estudantes, tal resultado também foi observado por 
Pessoa e Borba (2010) quando discutem que os estudantes 
do Ensino Médio revelam maior difi culdade em problemas 
envolvendo combinação do que os problemas de arranjo. 
Na comparação das questões de combinação do pré-teste e 
pós-teste, observa-se que não houve mudança de valores e o 
contexto foi o de formação de grupos de pessoas, o que reforça 
a não identifi cação do invariante prescritivo ou a escolha da 
utilização de fórmulas como representação simbólica pelos 
estudantes, possíveis justifi cativas para esse fato. A Figura 8 
corrobora essa hipótese.



148Rev. Ens. Educ. Cienc. Human., v. 19, n.2, p. 142-150, 2018

ARAÚJO,K.L.S.; ROCHA,C.A.

Figura 8 - Protocolo de Resolução de problema de combinação 
simples com uso de fórmula incorreto do aluno 23 no pré-teste

Fonte: Araújo (2017).

Nesse caso, o aluno confunde a fórmula de combinação, 
ou seja, apesar de realizar o cálculo relacional corretamente, 
identificando que o problema é de combinação, executa de 
maneira equivocada a fórmula utilizada. Esse fato corrobora 
com o apresentado por Barreto (2012) quando orienta um 
trabalho para o conhecimento das diferentes representações 
simbólico, nesse caso específico, o tratamento das fórmulas. 
Sabe-se que uma das propriedades existentes entre problemas 
de Arranjo e Combinação é Que o número de combinações 
de n, p a p elementos, equivale ao número de arranjos de n, 
p a p elementos dividido pelo número de permutações de p 
elementos. Por isso, dividem-se pelo número de permutações 
de p elementos, para que as ordenações de p elementos sejam 
desconsideradas.

Na Figura 9, apresentam-se equívocos do uso de fórmula 
para os problemas de combinação com repetição. Nesse 
caso especifico, o aluno 13 se equivoca tanto com relação 
ao invariante relacional, confundindo a combinação simples 
com a combinação com repetição (não leva em consideração 
a possibilidade de repetição dos elementos), como também 
utiliza a fórmula da combinação erroneamente.

Figura 9 - Protocolo de Resolução problema de combinação com 
repetição com uso de fórmula incorreto do aluno 13 no pré-teste

Fonte: Araújo (2017).

Faz se necessário analisar as questões de múltipla escolha 
do pré-teste e pós teste sem compará-las, pois como foi 
abordado quatro situações combinatórias nesta pesquisa e, 
em cada teste teve apenas duas questões de múltipla escolha 
com justificativa foi almejado saber se os estudantes sabiam 
identificar e justificar as situações de arranjo simples e 
combinação com repetição no pré-teste e as demais arranjo 
com repetição e combinação simples no pós-teste, analisando 
assim todas as situações- problemas propostas aos estudantes 
neste estudo.

Quadro 2 -  Percentual de acertos das questões com justificativa 
no pré-teste e pós-teste 

Pré-teste Pós-teste

Arranjo 
simples

Combinação 
com 

Repetição

Arranjo com 
Repetição

Combinação 
Simples

46,4% 28,5% 14,2% 60,7%
Fonte: Araújo (2017).  

De acordo com os dados obtidos no Quadro 2 averiguou-

se que a situação que teve o menor desempenho do invariante 
relacional foi a de arranjo com repetição, seguida de 
combinação com repetição, arranjo simples e combinação 
simples respectivamente. Esses dados revelam que os 
problemas que envolvem a repetição dos elementos são tidos 
como os mais difíceis de identificar a partir do enunciado 
da situação, indicando que a maioria desses estudantes não 
observam as relações e as propriedades no enunciado das 
situações problemas, ou seja, o invariante relacional de 
problemas combinatórios com repetição de elementos é mais 
difícil do que aqueles da ordenação. 

Com base nas justificativas apresentadas pelos estudantes 
nessas atividades foi possível ainda categorizar as suas 
respostas em seis categorias, apresentadas no gráfico 1, a 
saber, J0: Não apresenta justificativa; J1: Não apresenta 
nenhuma relação com a combinatória nem o enunciado; J2: 
Apenas repete o enunciado da questão; J3: Justifica utilizando 
propriedades incorretas; J4: Justifica com alguma propriedade 
combinatória; J5: Apresenta todas as propriedades dos tipos 
de problema combinatório.

Diante do resultado da Figura 10 constatou-se que o 
problema de arranjo com repetição foi o que obteve a maioria 
das justificativas dos estudantes por meio da J3, indicando que 
estes justificaram essa situação com propriedades de outros 
problemas combinatórios. 

Figura 10 – Análise das justificativas apresentadas nas questões 
de múltipla escolha

Fonte: Araújo (2017). 

Observa-se que são poucos os estudantes que conseguiram 
justificar corretamente todas as propriedades combinatórias 
nestes problemas, assim como a que envolveu a combinação 
simples foi o que teve um resultado melhor ao compará-lo 
aos outros problemas. Portanto, revelou-se que a maioria dos 
estudantes tem dificuldades ao justificar esses problemas, 
isto é, aos invariantes da repetição, da ordem e da escolha 
dos elementos. Nota-se ainda que os problemas de arranjo, 
combinação com repetição e combinação apresenta maior 
frequência de justificativas na J4, que representa um nível 
parcial de explicitação dos invariantes prescritivos. 

Na Figura 11, observa-se a identificação errônea do tipo de 
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invariante relacional pelo enunciado da questão, confundindo 
arranjo simples com combinação simples, no entanto se 
considerarmos a explicitação dos invariantes prescritivos o 
aluno consegue explicitá-los, apesar de não se aplicar ao caso.

Fi gura 11 - Protocolo de Resolução de problema de combinação 
simples do aluno 14, no pós-teste.

Fonte: Araújo (2017).

Pouquíssimos estudantes percebem todos os invariantes 
prescritivos dos problemas de múltipla escolha analisados, o 
que representa que apesar do número de acertos apresentados 
na identifi cação dos tipos de problema (invariante relacional) 
não são sufi cientes para que consigam explicitar os invariantes 
prescritivos dos problemas combinatórios. 

Diante deste resultado, acredita-se que tal incompreensão 
destes invariantes possam ter ocorrido porque estes estudantes 
não tenham vivenciado o conteúdo de combinatória levando 
em consideração as relações que estão atreladas em cada 
conceito que Vergnaud (1986) apresenta para ampliar a 
aprendizagem dos estudantes, já que nesse caso verifi cou-se 
que os estudantes apresentam dúvidas quanto aos invariantes 
em cada conceito, bem como foi possível observar que esta 
turma não estava acostumada a questões que envolviam a 
justifi cativa das propriedades combinatórias, estando apenas 
familiarizados ao cálculo operatório em si.

Figura 12 - Protocolo de resolução de problema de arranjo com 
repetição do aluno 21, no pós-teste

Fonte: Araújo (2017). 

De acordo com a Figura 12, nota-se que esse estudante 
consegue identifi car os invariantes prescritivos da ordem e de 
repetição, no entanto ao identifi car a situação considera arranjo 
simples. O que coaduna com as difi culdades apresentadas 
pelos estudantes na identifi cação dos invariantes relacionais a 
partir do enunciado do problema, mas no pós-teste consegue 
explicitar alguns dos invariantes prescritivos. 

Após a intervenção o rendimento dos estudantes 
apresentou aumento positivo em relação com suas respostas, 
tendo assim melhor compreensão sobre as propriedades dos 
problemas combinatórios, tal fato tenha ocorrido devido 
ter sido trabalhado este conteúdo com foco nos invariantes, 
embora valha ressaltar que houve estudantes que mesmo após 
estas etapas demonstram certa incompreensão sobre alguns 
problemas da Combinatória.

Percebe-se que tal incompreensão por parte de alguns 
estudantes do Ensino Médio em relação ao conteúdo da 
Combinatória é comumente apresentada em outras pesquisas 
como verifi cado por Rocha e Ferraz (2011), Holanda (2016) 
e Rocha (2011).

4 Conclusão 

Neste estudo buscou analisar os conhecimentos dos 
alunos do 2ª ano do Ensino Médio em relação ao raciocínio 
combinatório com invariantes em problemas de arranjo e 
combinação.

Ao investigar as difi culdades em relação à apreensão do 
conceito de arranjo e combinação no ensino da Combinatória, 
observou-se que os estudantes apresentam essas difi culdades. 
Acredita-se que uma das justifi cativas seja que para ensinar 
o professor utiliza fórmulas, pois a maioria dos estudantes 
apresentaram no pré- teste a fórmula como método de 
representação simbólica, poucos deles fi zeram uso de outra 
representação. Na maioria das inquietações dos estudantes 
notou-se que eles se preocupam mais em saber qual fórmula 
usar na questão proposta, e não porque utiliza esta fórmula e 
não aquela. Alguns deles querem a fórmula pronta e acabada, 
o que acaba ocasionando desinteresse sobre as relações 
que permeiam esta representação simbólica, buscando na 
maioria das vezes a mecanização dos cálculos presentes 
para obter a nota almejada, sem realmente se importar com 
os conhecimentos alcançados neste processo de ensino-
aprendizagem que permeiam o ambiente escolar.

Na análise sobre o desempenho dos alunos em invariantes 
de ordem e repetição em problemas de arranjo e combinação 
antes e após a intervenção, foi observado que a maioria dos 
estudantes durante o pré-teste apresentaram difi culdades 
principalmente em relação as situações de arranjo e 
combinação que envolve a repetição dos elementos, assim 
como não tinham compreensão sobre o invariante da ordem 
que diferencia essas duas situações na Combinatória. 

Após a intervenção os estudantes obtiveram um resultado 
superior aos problemas que envolvem o invariante de repetição 
com relação ao cálculo operatório, pois se verifi cou nas 
questões que necessitavam da identifi cação e justifi cativa dos 
problemas combinatórios um desempenho baixo relacionado 
com os que necessitavam apenas do cálculo. Diante disso, 
faz-se necessário um olhar mais atento ao trabalhar essas 
propriedades, pois revela que alguns estudantes não 
compreendem as propriedades dessas situações-problemas de 
uma maneira efetiva, pois os mesmos preocupam-se mais em 
realizar o cálculo e chegar ao resultado fi nal sem preocupar-
se com os invariantes relacionais presente nesses problemas.

Ressalta-se ainda que o estudo foi apenas em uma turma 
do Ensino Médio, sendo assim faz se necessário estudos 
posteriores com outras turmas sobre este conteúdo abordado, 
principalmente para que busque um meio que proporcione e 
desperte o interesse de todos os estudantes no momento das 
discursões em sala de aula entre o professor e o estudante, pois 
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verificou-se que alguns estudantes não participaram de todos 
os momentos durante a intervenção. Bem como, pesquisas 
que busquem analisar como o professor leciona este conteúdo 
e quais conhecimentos eles têm sobre Combinatória. 
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