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Resumo

Esse artigo objetiva analisar conhecimentos de estudantes tém em relagdo aos invariantes e representagdes de problemas de arranjo e
combinagdo. Para tanto, fundamentou-se na Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud. Como percurso metodologico realizou-se um estudo
experimental constituido de pré-teste, intervengao e pos-teste em 28 estudantes do 2° ano do Ensino Médio. Na intervengao utilizou-se a
comparagao de problemas de arranjo e combinag@o, para que os alunos verificassem o comportamento do invariante prescrito da ordenacao
e repetigdo, além de variadas representagdes simbolicas. Na analise dos resultados observou-se que estudantes no pré-teste apresentaram
dificuldades na diferencia¢do de problemas de arranjo e combinagado, principalmente nas situacdes que envolviam a repeti¢do de elementos.
Durante a intervengao observou-se que a maioria dos estudantes preferia utilizar a formula e o principio fundamental da contagem como
procedimentos de resolugdo. Apds o pds-teste notou-se um avango no desempenho dos estudantes na resolugdo de problemas com repetigao
de elementos, além de maior variabilidade de representacdes simbodlicas, no entanto, no problema de combinac@o simples os estudantes nao
obtiveram um desempenho maior. Constatou-se que o uso incorreto da féormula foi o erro mais frequentemente observado na resolugdo de
problemas combinatorios, o que pode sugerir que ao utilizar formula como meio de representagdo simbolica os estudantes ndo compreendem
corretamente a presenga ou ndo do invariante prescritivo de ordem e repeti¢do nos problemas de arranjo e combinagao.

Palavras-chave: Arranjo e Combinagdo. Invariantes Prescritivos. Representagdes Simbolicas.

Abstract

This article aims to analyze students’ knowledge regarding invariants and representations of arrangement and combination problems. For
this, it was based on Vergnaud's Conceptual Field Theory. As a methodological course, an experimental study was performed consisting of
pre-test, intervention and post-test in 28 students of the 2nd year of High School. In the intervention we used the comparison of arrangement
and combination problems, so that the students verified the behavior of the prescriptive invariant of the ordering and repetition, besides several
symbolic representations. In the analysis of the results, it was observed that students in the pre-test presented difficulties in the differentiation
of problems of arrangement and combination, mainly in the situations that involved the repetition of elements. During the intervention it was
observed that most students preferred to use the formula and the fundamental principle of counting as resolution procedures. After the post-test
it was noticed an improvement in the students’ performance in solving problems with repetition of elements, in addition to a greater variability
of symbolic representations, however, in the simple combination problem students did not perform better. It was found that the incorrect use
of the formula was the error most frequently observed in solving combinatorial problems, which may suggest that when using formula as a
means of symbolic representation students do not correctly understand the presence or not of the prescriptive invariant of order and repetition
problems of arrangement and combination.

Keywords: Arrangement and Combination. Prescriptive invariants. Symbolic representations.

1 Introducio raciocinar por meio da Combinatéria necessita-se a exploragao

. . ST criativa de aspectos estruturais de um problema, na esperanga
O ensino e a aprendizagem da Combinatoria sao marcados P p ’ perang

- . o i de vir a reduzi-lo a um caso mais simples ou a um problema
por varios desafios que advém desde a formagao inicial e

anteriormente resolvido. Visando a compreensdo das

continuada de professores, como também pela natureza dos
problemas combinatorios. Estudos como de Roa (2000),
Pessoa e Borba (2009, 2010) apresentaram que alunos,

diferencas existentes em cada tipo de problema combinatdrio,
estudos como Borba et al. (2014), Pessoa ¢ Borba (2010),

inclusive de diferentes niveis de escolarizagdo, sentem
dificuldades na diferenciacdo de problemas combinatdrios.
Rocha (2011) e Holanda (2016) ressaltaram em seus estudos
que professores de diferentes niveis de ensino, ou mesmo
alunos de licenciatura em matematica, também sentem certa
dificuldade nessa diferenciacao.

Johnson (1991) afirma que para um estudante conseguir
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Rocha (2011), podem dar pistas para tal exploragdo criativa,
utilizando problemas combinatdrios com menor ordem de
grandeza o que pode possibilitar que os alunos descubram ou
elaborem diferentes procedimentos de resolugdo, o que por
sua vez pode permitir a ampliacao da percepgao das diferentes
naturezas dos problemas combinatorios.

Borba et al. (2014) afirmam que as situagdes combinatorias
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possuem relagdes 16gico-matematicas, sendo o estudo destas
uma rica oportunidade de desenvolvimento dos estudantes.
Essa caracteristica dos problemas combinatorios coaduna
com os objetivos apontados pelos Parametros Curriculares
Nacionais (PCN+) para o Ensino Médio quando orientam
que o ensino e a aprendizagem de Combinatoria possibilitam
decidir sobre a forma mais adequada de organizar niimeros
ou informagdes para poder contar os casos possiveis nao deve
ser aprendido como uma lista de féormulas, mas como um
processo que exige a construcao de um modelo simplificado e
explicativo da situagcdo (BRASIL, 2002).

Geralmente vivenciado na tltima etapa da Educagdo Basica
com maior énfase durante o 2° ano do Ensino Médio, o ensino
e aprendizagem de Combinatoria deve ser potencializado com
a discussdo das diferentes situagdes, oportunizando a criagao
de estratégias pessoais de resolu¢do ou mesmo ampliando a
variedade de procedimentos de resolugao.

Dias, Freitas e Victer (2017) ao citar as dificuldades de
Combinatoéria de estudantes do Ensino Médio afirmam que
estas ocorrem possivelmente devido ao método que o contetido
¢ ensinado, pois o aluno tem contato somente ensino médio,
de maneira abstrata e por meras aplicacdes de formulas,
tornando o ensino deste tema pouco atrativo e distanciado de
suas vivéncias.

Borba (2016) ressalta que ¢ possivel utilizar elementos
da Combinatéria tanto nas situagdes do cotidiano quanto
nos problemas que ¢ ensinado na escola, para esta autora
“mesmo que ndo nos demos conta, diversas decisdes que
tomamos cotidianamente sdo baseadas em levantamento de
possibilidades, resultantes da combinacdo de elementos”
(p-1). Sabe-se que ndo ¢ preciso enumerar todas as opgdes
para escolher uma delas, mas a tomada de decisdo torna-
se mais consciente se os estudantes compreende uma gama
maior da diversidade de opgoes.

Pessoa e Borba (2010) em sua investigagdo concluiram
que os estudantes do Ensino Médio tiveram um desempenho
abaixo do esperado, pois apenas 12,2% destes estudantes
conseguiram resolver corretamente a situagdo envolvendo
combinagdo simples e apenas 43,1% acertaram a situagdo
que envolveu arranjo simples. As autoras verificaram
que os problemas de combinagdo sdo tidos como os mais
dificeis por estes estudantes e que a maioria ndo conseguiu
chegar ao resultado correto, o que demonstra que no Ensino
Meédio os estudantes apresentam muitas dificuldades com a
aprendizagem da Analise Combinatoria.

Investigando o ensino e aprendizagem das operacdes
combinatorias por estudantes do Ensino Médio realizada
sobre uma intervencao e aplicagdo de um teste em duas fases,
Fernandes, Correia ¢ Roa Guzman (2010) concluiram que
estes estudantes apreciam o uso das Formulas apenas nos
problemas de combinagdo simples e dentre os erros o que
ocorreu com predominancia foi associado a ndo consideragao
da ordem quando ela era relevante. Diante deste resultado
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observamos que os estudantes tém dificuldades ao diferenciar
os problemas combinatdrios quanto a ordem dos elementos.
Conceigao, Pereira e Santos (2016) investigaram sobre o
ensino e aprendizagem de Combinatoria por 79 estudantes do
terceiro ano do Ensino Médio utilizando como metodologia a
aplicagdo de questionarios e testes obtendo como resultados
que o uso de formula-aplicacdo torna os discentes menos
capazes a Analise
Combinatoria, comparados aos alunos que estudaram o assunto

de solucionar problemas relativos

por PFC. Diante destes resultados os autores constataram que
o uso das formulas ndo garante uma aprendizagem eficaz e
que os estudantes se sentem mais seguros quando utilizam o
Principio Fundamental da Contagem ao resolver os problemas
combinatorios.

Rocha (2011) afirma que professores de diferentes niveis
de ensino (anos iniciais e finais do Ensino Fundamental, e
Ensino Médio) tém dificuldades na diferenciag@o de problemas
de arranjo e combinagdo. Tais professores, em sua maioria,
desconhecem situagdes nas quais o invariante do conceito de
ordenacao implica em possibilidades distintas.

Diante desta afirmag¢io podem-se compreender algumas
dificuldades de estudantes com os problemas de combinagao
e arranjo. Tais problemas se caracterizam pela formacdo
de subgrupos e pela presenga ou auséncia da ordenagdo no
processo de contagem de elementos, ou em outros casos,
podem ser considerados ou ndo a repeticdo de elementos
nessa contagem.

Para auxiliar na discussdo compreensdo de algumas
dificuldades e de algumas caracteristicas dos problemas
combinatdrios, utilizou-se como aporte a Teoria dos Campos
Conceituais, em especial, a nogdo de invariantes prescritivos
e representacdo simbolica.

Vergnaud (2009) discute a necessidade de conhecer
invariantes operatorios que podem se apresentar na relagdo
entre a realidade e a representagdo, se constituindo nas
relagdes e propriedades que os alunos colocam em acdo na
resolucdo de situagdes, podendo ser verdadeiros ou falsos a
depender da situacao.

O invariante prescritivo ou do conceito focalizam as
relagdes e propriedades de conceitos e que sd3o necessarios
para compreensdo do mesmo. Nesse caso, esses tipos de
invariantes sdo inerentes aos conceitos matematicos, tais
como os problemas combinatorios e de acordo com Silva
(2016) nao se alteram com relagdo a representacao simbolica
usada, ou mesmo a variagao de um mesmo tipo de situagdo.

Vergnaud (1986) define ainda o invariante relacional
como “uma relagdo que permanece invariante para um
conjunto de transformagdes de operacdes ou de variagdes”
(p-82). Nesse caso, diz respeito a interpretacdo do enunciado
para identificagdo do tipo de problema. Partindo do exposto,
compreende-se que as diferentes nogdes de invariante ¢ um
instrumento que se devidamente utilizado possivelmente
proporciona seguranca no momento da construgdo da
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representacdo dos conceitos.

Portanto, defende-se que a necessidade de investigar
que conhecimentos os alunos que passaram pelo ensino de
combinatoria na etapa final de escolarizagdo possuem dos
diferentes invariantes nos problemas combinatérios. Dessa
forma, objetivou-se analisar os conhecimentos dos alunos do
2% ano do Ensino Médio em relagdo aos invariantes prescritos
de problemas de arranjo e combinagdo, em especial, o
desempenho dos estudantes, antes e apos uma intervengao, na
resolugdo e identificag@o dos invariantes de ordem e repeti¢ao
em problemas de arranjo e combinagdo.

2 Material e Métodos

Essa investigacao
conhecimentos dos alunos do 2* ano do Ensino Médio em
relacdo aos invariantes prescritos de problemas de arranjo

e combinacdo, em especial, o desempenho dos estudantes,

teve por objetivo analisar os

antes e apOs uma intervengao, na resolucao e identificacao dos
invariantes de ordem e repeticdo em problemas de arranjo e
combinagdo, além de verificar as representagdes simbolicas
apresentadas. Para Magina et al (2008, p.12) “a analise das
tarefas matematicas e o estudo da conduta do aluno, quando
confrontado com essas tarefas, que nos permitem analisar a
sua competéncia”.

Nessa perspectiva, foram analisadas as resolugdes de 28
estudantes de uma turma do 2° ano do Ensino Médio de uma
Escola Estadual do agreste pernambucano, em 12 questdes
(seis no pré-teste e seis no pos-teste). A ordem de grandeza
envolviam as propriedades de arranjo e combinacdo com
nimero de possibilidades menor que 25, pois assim permite-
se também a resolucdo sem a utilizagdo apenas da formula.

A turma ja tinha vivenciado o contetido de Combinatoria
no semestre anterior a aplicagdo desta pesquisa, o que
permitiu realiza-la, pois o foco era saber como estavam os
conhecimentos dos estudantes apos terem visto este contetido.

O procedimento de coleta de dados foi dividido em trés
etapas. A primeira etapa se constituiu da aplicagdo de um
pré-teste, 0 mesmo possuia seis questdes sendo quatro destas
abertas e as duas Ultimas de mdultipla escolha, nas quais
necessitavam da justificativa do tipo de situacdo apresentada
no problema proposto. O pré-teste teve o intuito de verificar
o nivel de desempenho desta turma para que entdo fosse
possivel realizar a aula de intervencgéo.

Na segunda etapa foi realizada a infervengdo com o
foco nos invariantes prescritos dos problemas de arranjo e
combinag@o. Durante a mesma foi proposto dez problemas
combinatorios envolvendo as situagdes de arranjo simples,
combinagdo simples, arranjo com repeti¢do ¢ combinagdo
com repeti¢do. Sendo que seis destes problemas eram com
questdes abertas e quatro destes com questdes de multipla
escolha, ressaltando que seis dos dez problemas foram
aplicados durante o pré-teste.

A intervengdo consistiu em dois momentos: O primeiro
teve base na comparagdo entre os invariantes do conceito dos
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problemas combinatdrios de arranjo e combinagdo, simples ¢
com repeticao.

Como primeira atividade apresentou-se dois problemas
(arranjo e combinagdo simples) para que os alunos
identificassem o invariante prescritivo de ordem, conforme

exposto nas Figuras 1 e 2:

Figura 1 - Exemplo de situag@o de arranjo simples

Exemplo de Arranjo Simples: Ana, Bruno, Carlos e Diego concorrem a disputa do
representante e vicerepresentante de uma turma. Quantas sdo as possibilidades da escolha do
representante ¢ vicerepresentante desta turma?

Fonte: Adaptado de Aratijo (2017)

Figura 2 - Exemplo de situagdo de combinagao simples

Exemplo de Combinaco Simples: Ana, Bruno, Carlos e Diego formam uma equipe. Dois
deles precisam representar a equipe em uma apresentagio. Quantas sio as possibilidades de
escolha para representar esta equipe nesta apresentagio?

Fonte: Adaptado de Araujo (2017)

Nesses exemplos utilizaram-se o mesmo contexto,
modificando a situacdo de arranjo para que se transforme
em uma de combinagdo simples, a fim de que a ordem na
figura 2 ndo gerasse novas possibilidades. Escolheu-se
para representacdo simbdlica a enumeracdo por meio da
arvore de possibilidades, na qual se evidencia a exclusdo
das possibilidades que ndo se adequam ao exigido pelos
problemas.

Ao realizar a comparacdo entre esses dois exemplos
observa-se a quantidade de pessoas do grupo inicial e do
subgrupo formado ¢ a mesma, pois sdo quatro pessoas no
grupo inicial e duas pessoas no subgrupo. Apesar desta
semelhanca ressalta-se que os resultados foram diferentes e
que na situagdo que envolveu a combinagdo simples (Figura
2) o numero de possibilidades diminuiu. Com isto, enfatiza-
se que o invariante da ordem ¢ a principal diferenca entre
estas duas situagdes, ou seja, no arranjo a ordem gera novas
possibilidades e, na combinacdo a ordem ndo gera novas
possibilidades, por isto que a quantidade de subgrupos
formados foi menor.

Logo em seguida compararam-se problemas de arranjo
simples com arranjo com repeti¢do ¢ combinacdo simples
com combinagdo com repeticdo. A seguir apresentam-se nas
Figuras 3 e 4 exemplos de problemas de arranjo e combinagao

com repetigao.

Figura 3 - Exemplo de situag@o envolvendo arranjo com repeti¢io

Exemplo de Arranjo com Repeti¢io: Maria quer criar uma senha para scu notebook, Sabendo
que a senha serd formada por 4 digitos ¢ que ela descja utilizar apenas os nimeros 7 ¢ 9. De
quantas maneiras distintas Maria poderd criar esta senha?
7777, 9999, 7779, 7797, 7977, 9777, 7999, 9997,9979, 9799, 7979, 7799, 7997, 9977, 9797,
9779

Fonte: Adaptado de Aratjo (2017)
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Figura 4 - Exemplo de uma situagdo envolvendo combinagao
com repeti¢ao

bbb, bbe, bbf, bbm | bee, bef, bem, bfT, bfin , bmm, cee, cef , cem | eff, cfin , emm |, fIT | ffim,
fmm, mmm

Fonte: Adaptado de Araujo (2017)

Nesses problemas ¢ necessaria a repeticdo de um mesmo
niimero mais de uma vez, ja que a senha, ou a escolha do sabor
de sorvete pode ser repetir. Santos, Mello e Murari (2007,
p-98) afirmam que um problema de combinagdo com repetigao
“C'Fn,p é o nimero total de maneiras de selecionarmos p
objetos dentre os n objetos distintos onde cada objeto pode ser
tomado até p vezes”.

Vale salientar que no caso de combinag¢des com repeticao
ndo existe a restricdo de n ser menor ou igual a p. Neste
caso verifica-se que quando a repeticdo dos n elementos ¢
considerada tomados elementos p a p, o p pode ser maior que
o n, isto vale tanto para os problemas de combinagdo quanto
para os problemas de arranjo. Essa propriedade pode ser
observada na Figura 3 no problema de arranjo com repeticao.

A escolha nesse caso de representagdo simbolica foi
a listagem, para quais foram utilizadas a primeira letra dos
nomes em questdo, além de observadas algumas condigdes
para a sistematizagdo do processo de enumeracao.

O segundo foram trabalhadas questdes que eram de
multipla escolha, e envolviam as situagdes abordadas nesta
pesquisa (arranjo simples, combinag@o simples, arranjo com
repeticdo e combinagdo com repeticdo). Em cada momento
desta etapa foi dado um tempo para que os estudantes
tentassem resolver os problemas propostos para depois
discuti-los com a turma toda.

Figura 5 - Questdes que solicitam do aluno a justificativa em sua
resposta

5-Dado o seguinte problema: “Um campeonato de vdlei sera decidido entre quatro selegdes: Brasil,
Espanha, México ¢ Cuba, sabendo que serdo premiados apenas os trés primeiros colocados com as
medalhas de Ouro, Prata e Bronze. De quantas maneiras poderdo ser distribuidas as medalhas de
modo que cada time fique apenas com uma das medalhas? ”. Podemos afirmar que este problema ¢:
( )Arranjo Simples ( )Combinagdo simples
( YArranjo com repeticio ( )Combinagiio com repetigio

Justifique:

6- Dado o seguinte problema: “Um sorveteiro vende sorvete de trés bolas, de sabores escolhidos
dentre os de coco, morango, flocos e creme. De quantos modos ¢ possivel comprar um sorvete a este

sorveteiro? ”, Podemos afirmar que este problema ¢:
() Arranjo Simples ( )Combinagdio simples

() Arranjo com repetigio ( )Combinagdio com repetigio

Fonte: Aratjo (2017).

O foco dessas situagdes foi invariante relacional, ou seja,
a compreensao do aluno com relagdo ao tipo de problema
combinatorio a partir do enunciado, como também, o tipo de
justificativa que ele apresentaria para a classifica¢ao efetuada
no problema. Acredita-se que na justificativa os alunos
podem enunciar os invariantes prescritivos que atribuem aos
problemas de arranjo e combinacdo.
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Apods dez dias da intervencdo foi realizada a aplicagao
de um pds-teste, que permitiu avaliar os avangos obtidos por
meio da intervengao realizada. Este seguia a mesma estrutura
do pré-teste com quatro questdes abertas e duas de multipla
escolha. A andlise do questionario proposto no pré-teste e no
pos-teste foram realizadas de modo qualitativo e quantitativo,
pois segundo Oliveira (2011, p.29):

Adotar a pratica de combinar técnicas de analise quantitativa

com técnicas de andlise qualitativa proporciona maior nivel de

credibilidade e validade aos resultados da pesquisa evitando-
se assim, o reducionismo por uma sé opgao de analise.

Nesse sentido, compararam-se os desempenhos dos
estudantes por tipo de problema,
representagdes simbolicas utilizadas e por fim, analisou-se

identificaram-se as

se os estudantes confundiram ou ndo os tipos de problema
Nos problemas de
verificaram-se os acertos e classificaram-se as justificativas
apresentadas.

Utilizando como base os invariantes prescritivos e o
invariante relacional (VERGNAUD, 2009) foi realizada a
analise dos questionarios aplicados na turma verificando qual

combinatorios. multipla  escolha

invariante o estudante identificou ao responder as questoes,
averiguando se os estudantes entendem as relagdes que estdo
presentes nas situagdes problemas ou se os mesmos realizam
o calculo sem entender o porqué da situagdo proposta.

3 Resultados e Discussao

De acordo com Magina et al. (2008, p.12) a analise das
tarefas pode ser avaliada de acordo com trés aspectos: nimero
de acertos e erros; tipos de estratégias utilizadas; “[...] analise
da capacidade de escolher o melhor método para resolver um
problema dentro de uma situagdo particular”.

E a partir das analises dos resultados que se podem
comprovar aspectos sobre os tipos de representagdes
simbdlicas utilizados na resolu¢do, como também a utilizagao
e reconhecimento dos diferentes invariantes em jogo em cada
situagdo, para assim poder testar e avaliar a o conhecimento
dos estudantes. Nessa se¢@o realizou-se a comparagao entre
pré-teste e pos-teste, destacando diferentes desempenhos na
resolucdo dos problemas e nas justificativas apresentadas.

3.1 Desempenhos dos estudantes nos problemas de arranjo
e combinacao

Afirma-se que o desafio de compreender os problemas
combinatdrios pode ser auxiliado a partir do conhecimento
dos invariantes de cada tipo de problema combinatorio, ou
mesmo, a partir da utilizacdo das representagdes simbolicas,
tais como a listagem, a arvore de possibilidades que sdo
geralmente aplicadas em problemas com menor ordem de
grandeza, além do Principio Fundamental da Contagem (PFC)
e a formula, por exemplo, para problemas com maior ordem
de grandeza.

A Teoria dos Campos Conceituais permite que haja a
discussdo sobre os invariantes prescritivos nas situacdes
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envolvendo a formagao de grupos na Combinatoria, que sao as

situagdes identificadas como arranjo e combinagao diferindo

ambos pela ordem dos seus elementos. Pessoa e Santos (2012,

p.3) discutem e apresentam os invariantes prescritos dos

problemas de arranjo e combinacdo da seguinte forma:
Arranjo (1) tendo n elementos, poderdo ser formados
agrupamentos ordenados de 1 elemento, 2 elementos,
3 elementos.... p elementos, com 0 < p < n, sendo p e n
numeros naturais; (2) A ordem dos elementos gera novas
possibilidades. O que caracteriza esses problemas ¢ que de
um grupo maior, alguns subgrupos sao organizados e a ordem
dos elementos gera novas possibilidades, sendo importante
na composi¢do das possibilidades. Combinagao (1) tendo n
elementos, poderdo ser formados agrupamentos ordenados
de 1 elemento, 2 elementos, 3 elementos.... p elementos,
com 0< p < n, p e n naturais; (2) A ordem dos elementos
ndo gera novas possibilidades. De forma semelhante aos
problemas de Arranjo, tem-se um conjunto maior e dele sdo
selecionados elementos para formar subconjuntos, porém,
de forma diferente, a ordem dos elementos ndo gera novas
possibilidades.

As autoras identificam o invariante prescritivo dessas
situagdes (combinagdo e arranjo) sendo ambos 0s casos que
ndo é permitida a repeticdo dos elementos, ou seja, arranjo
simples e combinagdo simples. Apresentando o invariante
da ordem como a propriedade principal para diferenciar
essas duas situagdes, em particular os problemas de arranjo a
ordem gera novas possibilidades, ja na combinacdo a ordem
dos elementos ndo interfere, ou seja, a ordem ndo gera novas
possibilidades.

Silva; Rocha (2015) discutiram a presenca de invariantes
prescritivos em livros didaticos dos anos finais do Ensino
Fundamental e descrevem que o “invariante da repeti¢ao, que
pode ser considerado ou ndo dependendo do problema a ser
resolvido”. Nesse caso, os estudantes e professores devem
analisar a situagdo, contextos, e enunciados para identificar se
esse invariante deve ou ndo ser considerado. Os autores ainda
alertam que “[...] ao considerar as repeti¢cdes, aumentamos
consideravelmente as possibilidades, e desta forma pode
mudar as estratégias de resolucdo das mesmas, assim deve
ser considerada na analise das questdes propostas” (SILVA;
ROCHA, 2015. p.5).

Nesse caso, destacam-se a utilizagdo de trés tipos
de invariantes prescritivos nos problemas de arranjo e
combinag¢do, um definido pela escolha dos elementos, outro
pelo invariante da repetigdo, ¢ o invariante da ordem como
o principal para diferenciar estas situagdes combinatorias.
Desta forma advoga-se que considerando ou ndo a ordem
dos elementos, este sera o fator essencial no momento da
resolucdo, sendo assim o invariante fundamental para que
se compreendam as ldgicas implicitas em cada significado e
situagdo dos tipos de problemas combinatorios.

Os desempenhos dos estudantes mnos problemas
combinatorios pesquisados foram organizados no Quadro 1
relativos ao pré-teste e pos-teste, de modo que possa mostrar
o desempenho antes ¢ apds a intervengao.
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Quadro 1 - Comparagdo do Percentual de acertos entre o pré-
teste e o pos-teste

Combinag¢do | Arranjo Combinagdo | Arranjo
Simples Simples com com
Repeticio | Repeticio
Pré-teste 28,5% 53,5% 3,5% 3,5%
Pos-teste 25% 64,2% 82,1% 39,2%

Fonte: Aratjo (2017).

Ao observar os resultados obtidos no Quadro 1 percebeu-
se que a unica situagdo que teve um rendimento menor apos a
intervengao foi a situagdo que envolveu combinagdo simples,
pois esta diminuiu 3,5 % dos acertos.

Justifica-se que esta queda tenha ocorrido devido as
representacdes simbolicas utilizadas pelos estudantes ao
resolverem essa situacdo, ja que a maioria resolveu por
meio da formula inadequada, assim como revelaram ter uma
dificuldade maior durante a intervencdo nestas situagdes do
que as situagdes envolvendo arranjo. Observa-se que por
muitas vezes estas situagdes oferece um grau de dificuldade
maior para os estudantes e até mesmo aos professores. Rocha
e Ferraz (2011, p.9) apontam que professores de diferentes
formagdes (Pedagogia e Matematica) possuem “lacunas no
conhecimento dos professores em relagdo a diferenga dos
problemas de arranjo e combinagao”.

Ao observamos o uso de formulas predominante por meio
dos estudantes ao resolverem as situagdes de combinagdo
percebemos que este resultado corrobora com o de Fernandes,
Correia e Roa Guzman (2010) quando discutem que a maioria
dos estudantes utilizou a féormula ao resolver os problemas
de combinagdo. Diante destes resultados verificamos que no
Ensino Médio esses estudantes tem preferéncia em usar a
formula de combinago para resolver este tipo de problema
e, que na maioria dos casos o fazem de uma maneira errada.

J& os problemas que envolveram a repeti¢ao dos elementos
obtiveram um aumento significativo apods a intervengao, pois
nos dois casos abordados (arranjo com repeti¢do e combinagdo
com repeti¢ao) passaram de 3,5% para 82,1% em combinagio
e 39,2% em arranjo. O que demonstra que os estudantes
compreenderam melhor o invariante prescritivo e as relagdes
presentes nestas situagdes. Apresentam-se os graficos com o
nimero de confusdes entre os diferentes tipos de problemas
combinatorios antes e apos a intervengao.

De acordo com os dados apresentados no grafico da Figura
6 verificou-se que o problema que envolveu arranjo simples
obteve o resultado positivo relacionado aos estudantes que nao
confundem essa situagdo-problema, sendo o de combinagao
com repeticdo o que revelou uma dificuldade maior por
parte da maioria dos estudantes, pois destes apenas um ndo

confundiu essa situagao.
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Figura 6 - Confusdes de tipo de problemas combinatorio
produzidas pelos estudantes no pré-teste

30

25

20

Numero de Estudantes

Combinagdo com
repetigio

Arranjo com
repeticio

Combinagdo Arranjo

Fonte: Araujo (2017).

Diante desses resultados percebemos que o invariante
da repeticdo mostrou-se como o mais dificil para essa
turma. De acordo com Silva ¢ Rocha (2015) é necessario
que os estudantes estejam cientes sobre a possibilidade de
ocorréncia da repetigdo em um problema combinatorio, ja
que sua consideragdo pode mudar as estratégias de resolugdo
da situacdo proposta. Acredita-se que esta turma ndo tenha
considerado o invariante da repeticdo ao realizarem o
pré-teste, principalmente na situacdo de combinacdo com
repeti¢do, por isto o invariante da repeti¢ao revelou-se como a
maior dificuldade dos estudantes.

Foi constatado ainda que a maioria dos estudantes utilizou
a formula nos problemas de combinagdo simples e com
repeti¢do, alguns fizeram uso do PFC ao resolver as situagdes
de arranjo simples e com repeticdo. Vergnaud (2009, p.24)
ao discutir sobre conjunto de representagdes simbolicas,
apresenta como um de seus significados “[...] categorias de
pensamento com os quais um individuo capta e integra as
informagdes presentes em uma situacdo”. Os alunos que nao
forem alertados sobre a possibilidade do invariante prescritivo
de repetigdo nos problemas combinatorios, dependem
exclusivamente do contexto da situacdo, alertar ou ndo para
a possibilidade.

Vale salientar que a maioria dos estudantes que utilizou
a formula ndo conseguiu fazer corretamente, o contrario
aconteceu com os que resolveram por meio do PFC ja que
a maioria dos estudantes conseguiu resolver a situagdo
problema corretamente. Conceigao, Pereira e Santos (2016)
também apresentaram que os estudantes que utilizaram o
PFC para resolver as situagdes combinatdrias obtiveram uma
capacidade maior de resolver estas situagdes se compararmos
aos que utilizaram a férmula.

Barreto (2012, p.13) em pesquisa realizada com
estudantes da EJA sobre o papel das representagdes em
problemas combinatorios considera necessaria a apresentagao
de varias representagcdes se conjunto na construgdo de um
conceito ¢ importante “ja que cada representacdo pode
deixar mais evidentes determinadas propriedades invariantes
de tal conceito”. A autora ressalta, ainda, a necessidade de
que os alunos “além de aprenderem diferentes formas de
representacdo simbolica, também possam aprimorar o uso de
representacdes que ja utilizam”.

Ao observar o grafico da Figura 7 nota-se que houve um
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avanco dos estudantes apos a intervengao, ja que no pré-teste
a maioria dos estudantes obtiveram um desempenho baixo

quanto a confusdo das situagdes combinatorias abordadas.

Figura 7 - Confusdes de tipo de problemas combinatdrio

roduzidas pelos estudantes no pds-teste
25

20

Nimero de Estudantes
s

Combinagio Arranjo com

repetigio

Arranjo Combimagio com

repetigio

Fonte: Aratjo (2017).

Como anteriormente mencionado, verificou-se que a
Unica situagdo em que obteve a confusdo do problema pela
maioria dos estudantes foi a que envolveu combinagao
simples, as demais apresentaram um desempenho positivo.
Este acontecimento trouxe surpresa, pois a combinagdo antes
da intervencdo obteve um nimero de estudantes superior que
conseguiram identificar corretamente a situacdo proposta, ja
que todos os problemas combinatorios foram trabalhados de
uma maneira igual durante a intervencao.

Este acontecimento relacionado ao bom desempenho que
a maioria dos estudantes obteve apo6s a intervengao acredita-se
que tenha ocorrido devido ao método em que foi trabalho com
esta turma o conteido no momento da intervengao, ja que se
fez o uso de diferentes representagdes simbolicas na resolucao
de cada problema proposto (combinagdo simples, combinagio
com repetigdo, arranjo simples e arranjo com repeticao),
assim percebeu-se que este procedimento proporcionou um
rendimento melhor nesta turma, tal argumento corrobora
com o que Barreto (2012) apresenta sobre a importancia da
construgao de um conceito ao utilizar-se varias representagoes,
pois segundo esta autora cada uma das representagdes deixa
mais evidente as propriedades invariantes em cada conceito
trabalhado.

Na comparagdo das situa¢des de combinagdo simples
e arranjo simples percebeu-se que a situacdo de arranjo foi
tida como mais facil ao se comparar com a de combinagio
por estes estudantes, tal resultado também foi observado por
Pessoa e Borba (2010) quando discutem que os estudantes
do Ensino Médio revelam maior dificuldade em problemas
envolvendo combinagdo do que os problemas de arranjo.
Na comparagdo das questdes de combinacdo do pré-teste e
pos-teste, observa-se que ndo houve mudanca de valores e o
contexto foi o de formagdo de grupos de pessoas, o que reforga
a ndo identificagdo do invariante prescritivo ou a escolha da
utilizagdo de féormulas como representagdo simbolica pelos
estudantes, possiveis justificativas para esse fato. A Figura 8
corrobora essa hipotese.
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Figura 8 - Protocolo de Resolucdo de problema de combinacao
simples com uso de formula incorreto do aluno 23 no pré-teste

1-Uma escola tem 6 professores de matematica, dos quais 3 deles deverdio representar a escola em
um congresso. Quantos grupos diferentes de 3 professores sdo possiveis?

Cg. 3% 6L S -

2/

Fonte: Aratjo (2017).

Nesse caso, o aluno confunde a formula de combinagao,
ou seja, apesar de realizar o calculo relacional corretamente,
identificando que o problema ¢ de combinagdo, executa de
maneira equivocada a féormula utilizada. Esse fato corrobora
com o apresentado por Barreto (2012) quando orienta um
trabalho para o conhecimento das diferentes representagdes
simbolico, nesse caso especifico, o tratamento das formulas.
Sabe-se que uma das propriedades existentes entre problemas
de Arranjo e Combinagdo ¢ Que o niimero de combinacdes
de n, p a p elementos, equivale ao niimero de arranjos de n,
p a p elementos dividido pelo niimero de permutacdes de p
elementos. Por isso, dividem-se pelo nimero de permutacdes
de p elementos, para que as ordenagdes de p elementos sejam
desconsideradas.

Na Figura 9, apresentam-se equivocos do uso de férmula
para os problemas de combinagdo com repeti¢do. Nesse
caso especifico, o aluno 13 se equivoca tanto com relagao
ao invariante relacional, confundindo a combinagdo simples
com a combinagdo com repeti¢ao (ndo leva em consideragao
a possibilidade de repeticdo dos elementos), como também
utiliza a formula da combina¢@o erroneamente.

Figura 9 - Protocolo de Resolugéo problema de combinagdo com
repetigdo com uso de formula incorreto do aluno 13 no pré-teste

3-Um menino estd em um parque de diversdes, onde ha 5 tipos de brinquedos: Chapéu Mexicano
(Ch), Trem Fantasma (F), Montanha Russa (M), Carrossel (C) e Roda Gigante (R), o menino
resolve comprar 2 bilhetes. Qual é o niimero total de possibilidades de compra dos bilhetes,
sabendo-se que ele também pode escolher ir duas vezes no mesmo brinquedo?

120 60 poomaibiliclodirs

ChEm & R Cs e +5L 24
Fonte: Araujo (2017).

Faz se necessario analisar as questdes de multipla escolha
do pré-teste e pds teste sem compara-las, pois como foi
abordado quatro situagdes combinatorias nesta pesquisa e,
em cada teste teve apenas duas questdes de multipla escolha
com justificativa foi almejado saber se os estudantes sabiam
identificar e justificar as situacdes de arranjo simples e
combinagdo com repeti¢do no pré-teste e as demais arranjo
com repeti¢cdo e combinacdo simples no pos-teste, analisando
assim todas as situagdes- problemas propostas aos estudantes
neste estudo.

Quadro 2 - Percentual de acertos das questdes com justificativa
no pré-teste e pos-teste

Pré-teste Pos-teste
Arranjo Comcl())lrl:la(;ao Arranjo com | Combinacio
simples Repetigio Repeticiao Simples
46,4% 28,5% 14,2% 60,7%

Fonte: Aratjo (2017).
De acordo com os dados obtidos no Quadro 2 averiguou-
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se que a situacdo que teve o menor desempenho do invariante
relacional foi a de arranjo com repeticdo, seguida de
combinagdo com repeticdo, arranjo simples e combinacdo
simples respectivamente. Esses dados revelam que os
problemas que envolvem a repetigdo dos elementos sao tidos
como os mais dificeis de identificar a partir do enunciado
da situagdo, indicando que a maioria desses estudantes nao
observam as relagdes e as propriedades no enunciado das
situagdes problemas, ou seja, o invariante relacional de
problemas combinatoérios com repeticao de elementos ¢ mais
dificil do que aqueles da ordenagio.

Com base nas justificativas apresentadas pelos estudantes
nessas atividades foi possivel ainda categorizar as suas
respostas em seis categorias, apresentadas no grafico 1, a
saber, JO: Nao apresenta justificativa; J1: Ndo apresenta
nenhuma relagdo com a combinatoria nem o enunciado; J2:
Apenas repete o enunciado da questdo; J3: Justifica utilizando
propriedades incorretas; J4: Justifica com alguma propriedade
combinatoria; J5: Apresenta todas as propriedades dos tipos
de problema combinatorio.

Diante do resultado da Figura 10 constatou-se que o
problema de arranjo com repeticao foi o que obteve a maioria
das justificativas dos estudantes por meio da J3, indicando que
estes justificaram essa situacdo com propriedades de outros
problemas combinatorios.

Figura 10 — Analise das justificativas apresentadas nas questdes
de multipla escolha

25

20

Nimero de estudantes

0 4LL .l
Jo J1 J2 J3 J4 I5
= ARRANJO 0 1 B 7 11 1
= COMBINACAO COM REPETICAO| 0 3 7 6 11 1
CD]\AB]IIAC,AO o 1 2 8 11 6
= ARRANJO COM REPETICAO 1 0 (] 21 4 2

Legenda: J0: Nio apresenta justificativa; J1: Ndo apresenta nenhuma relagio com a combinatéria nem o enunciado;
J2: Apenas repete o enunciado da questdo; J3: Justifica utilizando propriedades incorretas; J4: Justifica com alguma
i inatéria; J5: A todas as i dos tipos de problema combinatério.

Fonte: Aratjo (2017).

Observa-se que sao poucos os estudantes que conseguiram
justificar corretamente todas as propriedades combinatdrias
nestes problemas, assim como a que envolveu a combinagado
simples foi o que teve um resultado melhor ao compara-lo
aos outros problemas. Portanto, revelou-se que a maioria dos
estudantes tem dificuldades ao justificar esses problemas,
isto €, aos invariantes da repeti¢do, da ordem e da escolha
dos elementos. Nota-se ainda que os problemas de arranjo,
combinagdo com repeticdo e combinagdo apresenta maior
frequéncia de justificativas na J4, que representa um nivel
parcial de explicitacdo dos invariantes prescritivos.

Na Figura 11, observa-se a identificagdo erronea do tipo de
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invariante relacional pelo enunciado da questao, confundindo
arranjo simples com combinagdo simples, no entanto se
considerarmos a explicitagdo dos invariantes prescritivos o
aluno consegue explicita-los, apesar de ndo se aplicar ao caso.

Figura 11 - Protocolo de Resolugdo de problema de combinagao
simples do aluno 14, no pds-teste.

5- Dado o seguinte problema: “Um pizzaiolo tem a sua disposigdo ingredientes para fazer pizzas de sabores:
Queijo (Q), Milho (M), Calabresa (C), Charque (Ch) e Frango (F). Quantas sdo as possibilidades de pizzas
que podem ser feitas com dois sabores distintos? ”. Podemos afirmar que este problema é:

(XArranjo Simples ( )Combinagdo simples
( )Arranjo com repetigdo
Jusliﬁque:'oaa o dewmendes Newn gu acem didiodo ¢ ardevn mmﬂg

Fonte: Aratjo (2017).

( )Combinagdo com repeti¢do

Pouquissimos estudantes percebem todos os invariantes
prescritivos dos problemas de multipla escolha analisados, o
que representa que apesar do niumero de acertos apresentados
na identificac@o dos tipos de problema (invariante relacional)
nao sdo suficientes para que consigam explicitar os invariantes
prescritivos dos problemas combinatérios.

Diante deste resultado, acredita-se que tal incompreensao
destes invariantes possam ter ocorrido porque estes estudantes
nao tenham vivenciado o conteudo de combinatdria levando
em consideracdo as relagdes que estdo atreladas em cada
conceito que Vergnaud (1986) apresenta para ampliar a
aprendizagem dos estudantes, ja que nesse caso verificou-se
que os estudantes apresentam duvidas quanto aos invariantes
em cada conceito, bem como foi possivel observar que esta
turma ndo estava acostumada a questdes que envolviam a
justificativa das propriedades combinatorias, estando apenas
familiarizados ao célculo operatdrio em si.

Figura 12 - Protocolo de resolucdo de problema de arranjo com
repeticdo do aluno 21, no pos-teste

6- Dado o seguinte problema: “Maria deseja criar um nimero com quatro digitos. Sabendo que ela deseja
usar apenas os nimeros 4, 5 ¢ 6. Quantos nimeros diferentes Maria poderé criar? . Podemos afirmar que
este problema ¢:

{(\yArranjo Simples ( )Combinago simples
( )Arranjo com repetigio ( )Combinagéo com repetigdo

Justifique:_(L Bjddm ,[{ZZZME -ﬁmlﬁ‘ ﬂgf mﬂ:&

Fonte: Aratjo (2017).

De acordo com a Figura 12, nota-se que esse estudante
consegue identificar os invariantes prescritivos da ordem e de
repeti¢do, no entanto ao identificar a situag@o considera arranjo
simples. O que coaduna com as dificuldades apresentadas
pelos estudantes na identificacdo dos invariantes relacionais a
partir do enunciado do problema, mas no pos-teste consegue
explicitar alguns dos invariantes prescritivos.

Apds a intervengdo o rendimento dos estudantes
apresentou aumento positivo em relagdo com suas respostas,
tendo assim melhor compreensao sobre as propriedades dos
problemas combinatérios, tal fato tenha ocorrido devido
ter sido trabalhado este contetido com foco nos invariantes,
embora valha ressaltar que houve estudantes que mesmo apos
estas etapas demonstram certa incompreensao sobre alguns

problemas da Combinatoria.
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Percebe-se que tal incompreensdo por parte de alguns
estudantes do Ensino Médio em relagdo ao conteudo da
Combinatoria ¢ comumente apresentada em outras pesquisas
como verificado por Rocha e Ferraz (2011), Holanda (2016)
e Rocha (2011).

4 Conclusao

Neste estudo buscou analisar os conhecimentos dos
alunos do 2* ano do Ensino Médio em relagdo ao raciocinio
combinatdério com invariantes em problemas de arranjo e
combinagao.

Ao investigar as dificuldades em relagdo & apreensao do
conceito de arranjo e combinagao no ensino da Combinatoria,
observou-se que os estudantes apresentam essas dificuldades.
Acredita-se que uma das justificativas seja que para ensinar
o professor utiliza férmulas, pois a maioria dos estudantes
apresentaram no pré- teste a féormula como método de
representacdo simbolica, poucos deles fizeram uso de outra
representacdo. Na maioria das inquietagdes dos estudantes
notou-se que eles se preocupam mais em saber qual formula
usar na questdo proposta, e ndo porque utiliza esta formula e
ndo aquela. Alguns deles querem a formula pronta e acabada,
0 que acaba ocasionando desinteresse sobre as relacdes
que permeiam esta representacdo simbolica, buscando na
maioria das vezes a mecanizacdo dos calculos presentes
para obter a nota almejada, sem realmente se importar com
os conhecimentos alcangados neste processo de ensino-
aprendizagem que permeiam o ambiente escolar.

Na analise sobre o desempenho dos alunos em invariantes
de ordem e repeti¢do em problemas de arranjo e combinagao
antes e ap0s a intervengao, foi observado que a maioria dos
estudantes durante o pré-teste apresentaram dificuldades
principalmente em relagdo as situacdes de arranjo e
combinag@o que envolve a repeticdo dos elementos, assim
como nao tinham compreensdo sobre o invariante da ordem
que diferencia essas duas situagdes na Combinatoria.

Ap6s a intervengdo os estudantes obtiveram um resultado
superior aos problemas que envolvem o invariante de repeticao
com relagdo ao calculo operatorio, pois se verificou nas
questdes que necessitavam da identificagdo e justificativa dos
problemas combinatorios um desempenho baixo relacionado
com 0s que necessitavam apenas do calculo. Diante disso,
faz-se necessario um olhar mais atento ao trabalhar essas
propriedades, pois revela que alguns
compreendem as propriedades dessas situagdes-problemas de

estudantes nao

uma maneira efetiva, pois 0s mesmos preocupam-se mais em
realizar o céalculo e chegar ao resultado final sem preocupar-
se com os invariantes relacionais presente nesses problemas.
Ressalta-se ainda que o estudo foi apenas em uma turma
do Ensino Médio, sendo assim faz se necessario estudos
posteriores com outras turmas sobre este conteudo abordado,
principalmente para que busque um meio que proporcione e
desperte o interesse de todos os estudantes no momento das
discursdes em sala de aula entre o professor e o estudante, pois
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verificou-se que alguns estudantes ndo participaram de todos
os momentos durante a intervengdo. Bem como, pesquisas
que busquem analisar como o professor leciona este contetido
e quais conhecimentos eles tém sobre Combinatdria.
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